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ÉLÉMENTS 

DE MÉCANIQUE 

INTRODUCTION 



i. — Un corps est dit en repos quand il occupe constamment 
la même position dans l'espace ; il est en mouvement quand il 
occupe à diverses époques des positions différentes. 

Quand un corps en repos est abandonné à lui-même, il reste 
indéfmiment en repos. Quand le corps, au contraire, passe de 
l'état de repos à l'état de mouvement, il ne peut le faire que sous 
rinfluence d'une cause étrangère qu'on appelle /brce. 

Il arrive souvent qu'un corps reste au repos quoique soumis 
à Taction de plusieurs causes extérieures qui le mettraient eu 
mouvement si elles agissaient séparément. D'après cela, nous 
appellerons force toute cause qui produit ou qui tend à produire 
le mouvement d^un corps. 

t. — Là mécanique a pour objet Tétude des forces et des 
mouvements qu'elles impriment aux corps. On divise générale- 
ment cette science en trois parties principales : la statique, la ci- 
nématique et la dynamique. 

Lorsque plusieurs forces, agissant en même temps sur un 
corps en repos, le laissent en repos, on dit qu'elles se font 
équilibre. La statique est Tétude des forces qui se font équi- 
libre. 

La cinématique est l'étude des lois du mouvement, d'un point 

MÉCAN. MASGART. i 
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de vue purement géométrique, abslraction faile des forces qui le 
produisent. 

Enfin la dynamique est Tétude des lois du mouvement en te- 
nant compte des forces sous l'influence desquelles il a lieu. 

Dans un grand nombre de questions de mécanique, quand on 
considère le mouvement d'un corps, on peut faire abstraction de 
ses dimensions et le réduire par la pensée à un point où toute 
la matière du corps serait condensée. On donne à un pareil point 
le nom de point matérieL 



STATIQUE 

CHAPITRE PREMIER 

DÉFINITION ET MESURE DES FORCES 

S. — La notion des forces nous vient de l'expérience. Nous 
avons d'abord le sentiment de la force musculaire par les efforts 
que nous faisons pour déplacer les corps, les déformer, les bri- 
ser ; r effort nécessaire pour soulever un corps pesant, ou pour 
le soutenir quand nous le tenons dans la main, est une force. 
Nous remarquons aussi que dans les différents cas ces efforts sont 
plus ou moins grands et que nous les exerçons dans certaines di- 
rections ; d'où nous vient la notion de la grandeur et de la di- 
rection des forces. 

Il y a trois choses à considérer dans une force : 1^ le point 
d* application; 2"" la direction; S"" lintensité. Quand nous tirons 
an corps par un fil attadié à l'un de ses points, le point où est 
attaché le fil est le point d'application de la force ; la ligne droite 
suivant laquelle se dispose le fil tendu <est la direction de la force, 
c'est la droite suivant laquelle se déplacerait le point d'applica- 
tion s'il était libre ; enfin l'effort plus ou moins grand que nous 
exerçons est l'intensité de la force. 

4. — On dit que deux forces sont égales lorsque, appliquées à 



DE MÉCANIQUE. S 

un même point miatériel, dan$ des direèlionâ contraire^, elles se 
font équilibre. Une force est double 4'i>ne autre lorsqu'elle fait 
équilibre à deux forces égales à celle-ci, appliquées au même 
point en sens contraire ; de mème,une force est triple d'une au- 
tre quand elle fait équilibre à trois forces égales à cette der- 
nière, et ainsi de suite.. On conçoit par là que deux forces pui^ 
sent être dans un rapport quelconque. 

On mesure les forces en les comparant à une d'entre elles 
prise pour unité. Chaque force est ainsi mesurée par un nombre 
qui exprime le rapport de la force proposée à celle qui a été prise 
pour unité. Mais l'intensité d'une force ne suffit pas pour la dé- 
finir complètement^ il faut aussi indiquer son point d'application 
et sa direction. 

Soit M (fig. 1) le point d'application d'une Ibrce, MX sa di- 
rection ; prenons sur la droite 

MX une longueur MA proportion- u ; ^a î 

nelle au nombre qui mesure la ^^8- *• 

force, c'est-à-dire qui contienne autant de fois Tunité de lon- 
gueur que la force proposée contient l'unité de force, la longueur 
MA représentera complètement la force : son point d'application, 
sa direction et son intensité. 

s. — Les forces sont de différentes sortes. Un corps abandonné 
à lui-même à une certaine dislance du sol tombe sous l'influence 
d'une force qu'on appelle la pesanteur. Quand un corps est sus- 
pendu à un fil, la direction du Gl est la direction de la pesanteur, 
l'effort nécessaire pour empêcher le corps de tomber est une 
force égale et contraire au poids du corps. Une lame d'acior que 
l'on a déformée et qu'on abandonne ensuite à elle-même, reprend 
sa forme primitive sous l'influence d'une force qu'on appelle 
l'élasticité. Les êtres animés, par^la contraction de leurs mus- 
cles, peuvent exercer des forces sur les corps extérieurs. La 
tension de la vapeur d'eau, la pression exercée par le vent, les 
actions électriques et magnétiques sont encore des forces, etc. 

Malgré ces différences, toutes les forces peuvent être compsh 
rées les unes aux autres. On a pris pour unité de force le kilo- 
(gramme; c'est le poids d'un décimètre cube d'eau distillée au 
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maximum de densité, c'est-à-dire à la température de 4* cen- 
tigrades au-dessus de zéro. 

Comme Tair exerce une inOuence sur la détermination des 
poids, et comme la pesanteur n'est pas absolument la même en 
difTérents points de la surface du sol, on suppose, pour préciser 
davantage la définition de Tunité de force, que Texpérience est 
faite dans le vide, à Paris. 

On détermine le poids des différents corps au moyen de la ba- 
lance ; mais, pour comparer les autres forces au kilogramme, on 
se sert d'instruments particuliers appelés dynamomètres. 

«. — Un dynamomètre se compose essentiellement d'un res- 
sort d'acier qui se déforme plus ou moins quand on le soumet à 
Faction de forces plus ou moins grandes, et qui reprend exacte- 
ment son état primitif quand on supprime la force qu'on lui 
avait appliquée. On juge de l'intensité d'une force par la gran- 
deur de la déformation qu'elle fait subir au ressort d'acier. Tous 
ces instruments, quelle que soit leur disposition, se graduent de 
la même manière. On suspend d'abord au dynamomètre des 
poids de 1, 2, 5, 10, 100 kilogrammes; on marque à chaque 
déformation un chiffre indiquant le nombre de kilogrammes qui 
Tout produite, et la graduation est terminée. Supposons qu'une 
force quelconque, un effort musculaire par exemple, appliquée 
au dynamomètre, le déforme jusqu'à la division 3, cette force 
produit le même effet que 3 kilogrammes; elle est donc égale à 
3 kilogrammes, et ainsi pour les autres. Nous décrirons quelques- 
uns des dynamomètres les plus employés. 

». — Le peson à ressort se compose d'une lame d'acier AOB 
(Gg. 2) courbée en forme de V. A l'extrémité A de Tune des bran- 
ches est fixé un arc de cercle en fer AD, qui passe librement 
à travers une ouverture pratiquée dans l'autre branche OB. En 
un point C de la branche OB est fixé un second arc de cercle CE, 
qui passe librement à travers une ouverture pratiquée dans la 
branche OA. L'arc AD porte un anneau F qui permet d'attacher 
l'instrument à un point fixe ; l'arc CE porte aussi un crochet G 
auquel on applique les différentes forces qu'on veut évaluer. Pour 
graduer le dynamomètre, on le suspend par le crochet F à un 
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point fixe, et on attache au crochet 6 des poids de 1, 2, 3 kilo* 
grammes ; les deux branches se rapprochent, et on marque à 
chaque opération le point de Parc AD en 
face duquel s'arrête la branche BO. On peut 
ensuite appliquer au crochet G une force 
quelconque; le numéro de la division auquel 
cette force amènera le dynamomètre in- 
diquera l'intensité delà force en kilogram- 
mes. Afin d'empêcher la compression de 
dépasser une certaine limite, ca qui pour- 
rait briser le ressort ou lui donner une 
déformation permanente, on place sur l'arc 
AD un ialon H contre lequel vient buter la 
branche OB lorsque la force qu'on applique 
au dynamomètre est trop grande. 

8. — Ledynamomètre Régnier (fig. 3) per- 
met de mesurer des forces plus grandes que 
le peson. Cet instrument se compose de deux 
lames d'acier AB, CD, réunies à leurs ex- 
trémités par des pièces courbes F, G. On at- 
tache le dynamomètre à un point fixe par la 
pièceF, et on applique en G la force qu'on veut évaluer. Sous l'in- 
fluence de cette traction, les deux branches du ressort se rappro- 
chent, la branche CD pousse une tige ML articulée en L avec un 
levier coudé LIK pouvant 
tourner autour du point 
I. Ce levier déplace une 
aiguille OE qui tourne 
autour du point et dont 
Textrémité E se meut en 
face d'un arc de cercle 
divisé; un petit ressort 
maintient toujours Tai- 
guilleen contact avec le le- 
vier. On gradue cet instrument, comme le précédent, en le suspen- 
dant par le point F et en attachant au point G des ppids marqués. 
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9. — Dans les deux dynamomètres qui précèdent, on remar- 
que que les divisions ne sont pas équidistantes; eiies se rapprochent 
de plus en plus à mesure qu'elles correspondent à des forces plus 
grandes. L'accroissement de déformation que Foo obtient en aug- 
mentant d'un kilogramme la force qui agit sur Finstrument, est 
d'autant plus petit que la déformation est déjà plus 'grande. H 
en résulte que la précision des mesures est moindre pour les 
plus grandes forces. 

Poncelet a imaginé un dpamomètre très-simple qui ne pré- 

g^ sente pas les mêmes incon- 

W Ténients. Cet instrument se 

^^i^^g0ÊÊ!ÊSSÊÊffSmmmmi^^ compose de deux lames d'a- 

\wL - 3 1^) cier AB, CD (fig. 4), réunies 

^^^"**'*"W^'^^^^^ à leurs extrémités par des 

^ pièces articulées. Le milieu 

y de la première lame AB est 

IM attaché à un point fixe par un 

f^P anneau, et à l'aide d'un cro- 

Fig- *• chet, on fait agir la force sur 

le milieu de Tautrc lame. L'épaisseur de ces lames va en dimi- 
nuant régulièrement du milieu vers les extrémités, et, par suite 
de cette disposition, Técartement qu'elles subissent est sensible- 
ment proportionnel à la force entre des limites assez gr^mdes» 



CHAPITRE II 

COMPOSmON DES FORCES APPLIQUÉES A UH «ÊME POINT 

iO. — Lorsque plusieurs forces agissent simultanément sur 
un même point matériel, on peut les remplacer- par une force 
unique qu'on appelle leur résultante. 

Considérons, par exemple, deux forces F et F' (fig. 5) appli* 
quées simultanéoient à un même peint matériel M au repos ; elles 
tendent à faire mouvoir ce point dans une certaine direction. On 
amcoit bien qu'une troisième force R', d'une grandeur conve- 
nable» appUquée au point M, dans une direction opposée» le 
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maintienne au repos, et, par suite, fasse équilibre aux deux forces 
F et F'. Une force R, égale et contraire à la force R', est la ré- 
sultante des deux forces F et F', car cette force R 
fait équilibre à la force R', de n>éme que les deux 
forces simultanées F et F'. 

On montrerait de même qu'on peut remplacer 
par une force unique un nombre quelconque de 
iorccs agissant simultanément sur un même point 
matériel. 

Quand on détermine la résultante de plusieurs 
forces, on dit qu'on les compose^ et les forces que 
Ton compose sont appelées forces composantes, '''«•^• 
Réciproquement, oi> peut remplacer une force donnée par plu- 
sieurs autres, ou décomposer une force en plusieurs autres, qu'on 
appelle encore les composantes de la force proposée. 

11. — La théorie de la composition des forces repose sur le 
principe suivant : 

On peut appliquer une force en un point quelconque de sa di- 
rection^ pourvu que ce point soit lié au premier point d applica- 
tion par une droite rigide etinextetisible. 

Il est évident d abord que deux forces égales et contraires F et 

— F, appliquées aux deux extrémités A et B(fig. 6) d'une droite 
rigide et inextensible, et agis- 
sant dans la direction de celte ^p b '' 1 F^ 
droite, se font équilibre ; car Fig.6- 

il n'y a pas de raison pour que le mouvement de la droite naisse 
d'un côté plutôt que de l'autre. 

Soit maintenant une force quelconque F appliquée au point A 
(fig. 7) ; prenons sur la direction de celte force un autre point B in- 
variablement lié au 

point A, de manière ^-p S F* î F* 

que la longueur AB ''*^-'- 

soit invariable. Appliquons au point B deux forces opposées F' et 

— ¥'y égales entre elles et à la force F, et agissant suivant la 
même droite AB. Ces deux forces — F' et F' ne changent rien à 
Télaldes choses, puisqu'elles se font équilibre. Mais les forces 
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P et F, égales et contraires, appliquées aux extrémités d'une 

droite rigide et inextensible AB, se font aussi équilibre; on peut 
les supprimer, et il ne restera que la force F' appliquée au point 
B. On peut donc remplacer la force F appliquée en A par une 
force égale et de même sens F' appliquée en un point quelconque 
B de sa direction. 

i». — Réciproquement, il n y a pas d'autre manière de rem- 
placer une Force par une autre. 

Remarquons d'abord que deux forces 



-F 



ne. s. 



F et —F' inégales 
(fig. 8)j appliquées 
aux deux extrémités 
d'une droite AB, et 




agissant dans la direction de cette droite en sens contraires, ne 
peuvent pas se faire équilibre ; la droite se meut évidemment 
dans le sens de la plus grande force. 

En second lieu, deux forces F et F' non opposées, appliquées 
en deux points A et B (fig. 9) invariablement liés entre eux, ne 
peuvent pas non plus se faire équilibre. En eifet, si Féquilibre 
existe, la droiteAB, d'abord en repos, restera 
en repos quand on fera agir les deux forces, 
et on ne détruira pas l'équilibre en fixant 
un des points de celte droite. Puisque les 
deux forces F et F' ne sont pas directement 
opposées, l'une d'elles au moins, par exemple 
F', n*e$t pas dirigée suivant la ligne AB. Fixons 
maintenant le point A , la force F sera détruite par ce point fixe, il 
ne restera plus que la force F', dont la direction ne passe pas par 
le point A. 11 est clair que cette force F' 
fera tourner la droite autour du point 
A ; par suite, les deux forces F et F' ne 
se taisaient pas équilibre. 

Cela posé, soit A (fig. 10) le point 
d'application d'une force F; voyons à 
quelles conditions on peut la remplacer 
par une force F' appliquée en un point B, 
lié invariablement au point A. Appliquons au point B deux forces 



Fig.». 




'-F' 



Fig. 10. 
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égales et opposées F' et — F'. Pour qu'on puisse remplacer la 
force F par la force F', il faut qu'on puisse supprimer les deux 
forces F et — F', et, par suite, que ces deux forces se fassent équi- 
libre. Si les deux forces F et — F' ne sont pas directement op- 
posées, nous venons de voir qu'elles ne peuvent pas se faire 
équilibre. Si, étant directement opposées, elles sont inégales, 
elles ne font pas encore équilibre. Si elles sont égales et direc- 
tement opposées , elles se font équilibre, mais alors la force F' 
est égale à la force F, et elle agit suivant la même ligne droite, 
dans le même sens. On énonce ordinairement ce résultat en 
disant qu*on peut transporter une force en un point quelconque 
de la droite suivant laquelle elle agit, pourvu que le second point 
d'application soit invariablement lié au premier. 

Quand nous changerons les points d'application des forces, il 
faudra toujours supposer implicitement que les nouveaux points 
d'application sont liés aux anciens par des droites rigides et 
inextensibles. C'est seulement dans ce cas qu'on est autorisé à 
déplacer les forces. 

Gompoaltioii étm forma aglMMOit saivanl U mênM droite. 

18. — La résultante de deux forces F et F', appliquées à 
un même point matériel et dans la même direction, est égale 
à la somme F -f- F' de ces deux forces. En effet (4), on peut 
faire équilibre aux deux forces F et F' en appliquant au même 
point, en sens contraire, une force R' égale à leur somme ; par 
suite, la résultante R des deux forces proposées est égale à leur 
somme F + F' et elle agit dans la même direction. 

De même, la résultante de deux forces F et F' appliquées à 
un point matériel suivant la même droite, mais en sens con- 
traires, est égale à leur différence, et elle agit dans le sens de 
la plus grande. 

En général, si l'on veut composer des forces en nombre quel- 
conque appliquées à un point matériel, suivant la même droite, 
on fera la somme S de toutes celles qui agissent dans un sens. 

somme S' de toutes oelles qui sont dirigées en sens contraire; 
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la résultante sera égale à la différence de œs deux sommes, et 
elle sera dirigée dans le sens des forces qui composent la plus 
grande somme. 

En convenant de considérer comme positives les forces qui 
agissent dans un sens, et comme négatives celles qui agissent 
en sens contraire, on peut dire que la résultante est égale à la 
somme algébrique des forces proposées ; le signe de cette somme 
indique le sens de la résultante. 




Fig. «. 



14. — Considérons deux forces F et F' (6g. H), de directions 
différentes, appliquées à un même point maté- 
riel M. Nous avons dit déjà (10) que ces deux 
forces ont une résultante. En second lieu, cette 
résultante doit être située dans le plan des deux 
forces par raison de symétrie, et elle est évi-» 
demment dirigée dans l'angle FMF' formé par les directions des 
deux forces. 
Si les deux forces F et F' (fig. 12) sont égales, la résultante R 
est dirigée, par raison de symétrie, suivant la 
bissectrice de l'angle FMP des deux forces. 

Il y a même un cas où Ton voit immédiatement 
quelle est l'intensité de la résultante, c'est celui 
où les deux forces égales F et F' (fig. 15) font 
entre elles un angle égal à un tiers de circon- 
férence. La force R', égale et directement 
opposée à la résultante, fait équilibre aux 
deux forces F et F' ; ces trois forces F, P 
et R' sont également inclinées Tune sur 
l'autre, deux d'entre elles sont égales, et, par 
raison de symétrie, l'équilibre ne peut avoir 
lieu que si la troisième R' est égale à chacune 
des deux autres. Donc la résultante R des 
Fig- is- deux forces F et F' est égale à chacune d'elles. 




t'ig i«. 




DE MÉCANIQUE. 



U 



15. — Remarquons encore que l'on peut remplacer un sys- 
tème de deux forces quelconques F et F' (fig. 14), appliquées i 
un même point matériel M, par deux autres for- 
ces F^, F/, respectivement égales et parallèles 
aux deux premières et appliquées en un point 
quelconque M' de la direction de la résultante 
des deux premières. En effet, on peut remplacer 
ces deux forces F et F' par leur résultante R, 
et appliquer cette résultante à un point quel- 
conque M' de sa direction, en R^. On peut alors 
décomposer de nouveau la force R^ en deux an- 
tres Fj et F/, respectivement égales et parallèles 
aux deux forces F et P. 

Réciproquement, si Ton peut remplacer deux 
forces F et F* appliquées an point M par deux 
autres forces appliquées au point M% ce point M' est situé sur la 
direction de la résullante R des deux forces F et F'. En effet, 
les deux forces appliquées en M' admettent une résultante R^ ; 
cette résultante B,, pouvant remplacer la première R (12), lui est 
égale et est dirigée suivant la même droite. 




Fig. u. 



DiraoUoB dm la résnlteato . 



te. — Déterminons maintenant la direction de la résultante 
de deux forces quelconques, appliquées à on même point ma* 
tériel. 

Considérons d'abord le cas où Tune des forces est un multiple 
de Tautre. Soient MA et MB 
(fig. 15) deux forces appliquées 
au point M, et supposons qu'on 
ait MA = 5 MB. Construisons 
sur les deux forces le parallélo- 
gramme MAM^/ décomposons la 
(orcè MA en trois autres dirigées 
suivant la méiiie droite^ égales entre elles, et par suite égales à la 
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force MB. Appliquons Tune d'elles au point M, la seconde au 
point C, la troisième au point D ; ces trois forces seront repré- 
sentées par les longueurs MC, CD et DA. Menons par les points de 
division C et D des parallèles à MB, nous diviserons ainsi le 
parallélogramme en trois losanges égaux. Les deux forces MC 
et MB étant égales, leur résultante est dirigée suivante la bissec* 
trice de l'angle BMC, qui est la diagonale du losange MCEB ; ces 
deux forces peuvent donc être remplacées (15) par deux autres 
forces respectivement égales et parallèles, E6 et £B^, appli- 
quées au point E, qui est situé sur la direction de la résul- 
tante des deux premières. On peut ensuite transporter la force 
EG au point M', et la force EB^ au point C, en CE. On opé- 
rera de la même manière sur les deux forces égales CD et CE ap- 
pliquées au point C; on les remplacera par les deux forces res- 
pectivement égales et parallèles GM' el GD' appliquées au point G. 
On transportera ensuite la force GM' au point M' et la force GD' 
au point D, en DG. Enfin, on remplacera encore les forces DA et 
DG par deux forces respectivement égales et parallèles appli- 
quées au point M% Tune M'B', l'autre égale à DA et dirigée sui- 
vant M'A'. 

Les trois forces appliquées au point M' suivant la droite M'A', 
sont égales aux forces MC, CD et DA ; elles admettent une ré- 
sultante M'A' égale à MA. Les deux forces MA et MB peuvent être 
remplacées par les deux forces M'A' et M'B'; le point M' est donc 
situé sur la direction de la résultante des deux premières (15). 
Ainsi la direction de la résultante des deux forces MA et MB 
coïncide avec la diagonale du parallélogramme construit sur ces 
deux forces. 

f». — Considérons ensuite deux forces, MA et MB (fig. 16), 
qui ont une commune mesure f, contenue par exemple 5 fois 
dans la force MA et 2 fois dans la force MB. Construisons sur les 
deux forces proposées le parallélogramme MAM'B. Remplaçons 
la force MB par deux forces MC et CB égales à f et appliquées la 
première au point M, la seconde au point C. Menons par le 
point C une parallèle à MA, qui déterminera le parallélogramme 
MADC> Les deux forces MA et MC, d'après ce qui a été dit plus 



DE MËGANIQUE. 



13 




haut, peuvent être remplacées par les deux forces respecti- 
yement égales et parallèles DA^ 
et DM' appliquées au point D ; 
la force DM' peut être trans- 
portée au point M\ et la 
force DAj au point C, en CD. 
Par la même raison, les deux 
forces CD et CB appliquées 
au point C peuvent être rem- 
placées par deux forces appli- 
quées au point M', l'une M'A' 
égale à CD ou MA, l'autre di- 
rigée suivant M'B' et égale à 
CB; les deux forces appliquées 
en M' suivant la droite M'B' pig. le. 

ont une résultante M'B' égale à MB. Finalement, on voit que les 
deux forces MA et MB peuvent être remplacées par deux autres 
forces M'A' et M'B' appliquées en M' ; par suite, la direction de 
leur résultante passe par le point M', et coïncide avec la diago- 
nale du parallélogramme construit sur les deux forces proposées 
MA et MB. 

Si les forces proposées F et F' n'ont pas de commune mesure, 
on peut toujours choisir une force f assez petite pour qu'elle soit 
contenue exactement dans Tune des forces, F par exemple, et 
qu'on ne commette pas d'erreur appréciable en remplaçant la 
force F' par une autre F'^ qui soit un multiple entier de f, La 
même démonstration s'applique aux deux forces F' et F'^, et par 
suite aux forces F et F'. 

Donc, la résultante de deux forces quelconques appliquées à un 
même point matériel est dirigée suivant la diagonale du parallé" 
logramme construit sur les deux forces proposées. 



iDtensiié d« U résolteafe 



i8. — Il reste encore à déterminer l'intensité de la résultante. 
Soient MAetMB(fig 17) deux forces quelconques appliquées au 
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point M \ appUqnoas, au même point M, one force MC égale et di- 
rectement opposée à la résultante des deuxforcesMAelMB,cette 

force UC fera équilibre aux deux forces 
MA et MB. Les trois forces MA, MB, 
MC appliquées au même point se faisant 
équilibre, une quelconque d'entre elles 
fait équilibre aux deux autres, et, par 
suite, est égale et directement opposée 
à la résultante des deux autres. La 
résultante des deux forces MB et MC 
doit être égale à MA et dirigée en sens 
^*^' "• contraire ; il faut, pour cela, que la 

diagonale du parallélogramme construit sur MB etMC soitdiri* 
gée suivant le prolongement MA' de la force MA. Menons BA' 
parallèle a la diagonale CM, et k'G parallèle à BM ; nous déter- 
minerons ainsi le pointC, et, par suite, l'intensité MC de la force 
qui fait équilibre aux deux forces MA et MB. On Toit aisément 
que MC'=:BA' = MC, comme parallèles comprises entre paral- 
lèles, et, coomie la résultante des deux forces MA et MB est égale 
ot opposée à la force MC, on voit qu'elle sera représentée par la 
diagonale MC. 

Donc, la résultante de deux forces quelconques appliquées à 
un même point matériel est représentée en grandeur et en direc- 
tion par la diagonale du parallélofframme construit sur les deux 
forces proposées. 

Compositiofi d'un nomM'e qveloonqne d« forces 

to. — On peut envisager autrement la construction de la ré- 
sultante de deux forces. Dans le parallélogramme M ACB(iig.1 7), le 
côté AC est égal et parallèle à MB. Menons par Textrémité A de 
la première force une droite AC égale et parallèle à la seconde 
force MB; en joignant le point d'application M au point G, nous 
obtiendrons la résultante MC. 

Sous cette forme, la règle s'étend facilement à la composition 
d'^un nombre quelconque de forces appliquées i un même point 




Fig. iS. 
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matériel. Supposons, par exemple, que le point M (fig. 18) soit 
sollicité par quatre forces F^ F', F", F"% représentées par les lon- 
gueurs MA, MB, MC, MD. Par l'extré- 
mité A de la première force, menons 
une droite AB' égale et parallèle à la 
force F'; MB' sera la résultante R' des 
deux forces F et F' ; menons de même 
la droite B'C égale et parallèle a la trow 
sième force F" , MC sera la résultante R" 
des forces R' et F'', et, par suite, la 
résultanle des forces F, F' et F". En- 
fin, menons la droite CIY égale et paral- 
lèle à la quatrième force F'", et Joi- 
gnons MD' , cette droite MD' sera la résultante R des quatre 
forces proposées. 

Donc, o« obtient la résultante d'un nombre quelconque de 
forces appliquées à un même point matériel^ en formant, à partir 
de ce point, une ligne brisée dont chacun des côtés es l égal et pa- 
rallèle à une des forces ; la droite qui joint le point d'application 
des forces à r extrémité de la ligne bissée représente la résultante 
en grandeur et en direction. 

Lorsque cette ligne brisée est fermée, c'esl-à-dire quand ses 
extrémités se rejoignent, la résultante est nulle et, par suite, les 
forces proposées se font équilibre. 

Si Ton veut composer trois forces F, F', F" (fig. 19), non si- 
tuées dans un même plan, on formera 
comme plus haut la ligne brisée MAB'C, 
et Ton verra facilement que, dans ce 
cas particulier , la résultante R est \'a 
diagonale MC du parallélipipède con- 
struit sur les longueurs MA, MB, MC, 
fjui représentent les trois forces F, 
Pet F". " i?«-i9. 
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Pig. 20. 



Galool dm la risalteato 

«a. — Le triangle MAC (fig. 20), dans le- 

4 quel les côtés MA et AC représentent deux 

composantes F et F et MC leur résultante R, 

permet de calculer la résultante. On a, en 

effet, 
c 



MC' = MA" 4- AC" — 2 . MA . AC . ces MAC. 

En désignant par (F. F') l'angle AMB formé par les directions 
des deux forces F et F', on a 

ios MAC = — cos BMA = — cos (F.P). 

Par suite, on peut écrire 

R« = F* -h F'* 4- 2 FF cos (F.F'). 

Si les deux composantes sont rectangulaires, le cosinus est nuU 
et il vient 

R* = P + F'«. 

Dans ce cas, le carré de la résultante est égal à la somme des car- 
rés des composantes. 

Si les deux composantes sont dirigées suivant la même droite 
et de même sens, Tangle (F. F') est nul, il vient alors 



d^ou 



R« = F« + F'* + 2 F F= (F + F)»; 
R = F + F. 



Si les forces F et F' sont de sens contraires, l'angle (F. F'; 
est égal à 180", et l'on a 



d'où 



R»=F^ -h F'* — 2 FF = (F— F)% 
R = F— F. 



DE HÉGâNIQUE. 17 

Ces résultats s'accordent avec ce que nous avons dit plus haut 
sur la composition des forces qui agissent suivant la même 
droite (13). 

Si Ton a à composer trois forces F/ F', F" perpendiculaires 
deux à deux, le parallélipipède construit sur ces trois forces est 
rectangle ; alors le carré de la diagonale est égal à la somme 
des carrés des trois arêtes issues d'un même sommet, ce qui 
donne 

R* = F* + F'»-|-P'«. 

Le carré de la résultante est égal à la somme des carrés des 
trois forces proposées. 



Déc»mposltiaii d'une foros «a plnstoars aatres apgUlqiaémm 
an m6ni« point 

ti. — Il est souvent utile de décomposer une force en plu- 
sieurs autres, de directions et d'intensités différentes* 

Si l'on veut, par exemple, décomposer une force MC (fig. 20) 
en deux autres situées dans un même plan avec la force proposée, 
on n'aura qu'à construire le triangle iMÂC, et la question donne 
lieu à plusieurs problèmes correspondant aux divers cas de con- 
struction d'un triangle. 

4** Décomposer une force MC (Gg. 21) en deux autres dont 
on donne les directions MX et MY. On 
mènera par le point C une droite CA pa- 
rallèle à MY, jusqu'à la rencontre de 
MX, et l'on prendra sur la droite MY 
une longueur MB égale à AC; MA et 
MB seront les deux composantes cher- 
chées. On connaissait dans le triangle 
MAC un côté MC et les deux angles Fig. si. 

adjacents. 

2^ Décomposer une force MC (iig. 21) en deux autres dont Tune 
MA est donnée en grandeur et en direction. On joindra AC, et l'on 

HÉCAN. MASCART. 2 
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prendra une longueur MB égale et parallèle i AC. On connais- 
sait dans le triangle MAC deux cdtés MA et MC, et Tangle com- 
pris AMC. 

3* Décomposer une force MC (tig. 22) en deux autres dont on 
connaît les grandeurs et non les directions. Il 
sufGt de construire le triangle MAC dont on 
connaît les trois côtés. U y a en général deux 
solutions, MAC, MA'C. Pour que le problème 
soit possible, il faut que la somme des deux 
composantes MA et AC soit plus grande que 
la force proposée et que leur différence soit 
plus petite que la force proposée. 

4^ Décomposer une force MC (fig. 23) en deux, connaissant 

la direction MX de Tune des com- 
posantes, et l'intensité CA de 
l'autre composante. Le problème 
^ revient à construire un triangle 
MAC, connaissant deux côtés MC 
et CA, et Tangle AMC opposé à 
Tun d'eux. Il y a deux solutions, ou une seule, ou bien le pro- 
blème est impossible, suivant que le côté AC est plus grand, 
égal, ou plus petit que la perpendiculaire CP. Les composantes 
de la force MC sont MA et MB, ou bien MA' et MB'. 

Si Ton veut décomposer une force en plus de deux autres si- 
tuées dans un même plan, le problème est indéterminé. 

s». — Pour décomposer une force MD (fig. 24) en trois au- 
tres dirigées suivant trois droites MX, 
^/V" MY, MZ, non dans un même plan, il 
— /' \ faut déterminer le parallélipipède qui 
^ \ a pour diagonale MD, et dont les côtés 

^X 4 H *ont parallèles aux trois directions 

MX, MY, MZ. Pour cela, on mènera 

parle point D, parallèlement au plan 

^'g- ii. ZMY, un plan DEA dont l'intersection 

avec la droite MX déterminera l'intensité MA de la composante 

dirigée suivant MX; on mènera ensuite un plan DEB parallèle i 




Fig. Î3. 
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XMZ, ce qui déterminera la composante MB suivant MY, puii 
un plan DHC parallèle à XMY, ce qui déterminera la troisième 
composante MC suivant MZ. 

EnGn, quand on veut décomposer une force en plus de trois 
autres dirigées suivant des directions données, le problème est 
indéterminé, et Fon peut choisir arbitrairement les inteoâtés de 
toutes les composantes, moins trois. 



CoadltfoM d'éqallibM ëm foroM «ppUqnéM ft ■■ MtflM poial 
BMtérM 



»S. — On dit qu'un point matériel est libre quand il peut se 
déplacer dans toutes les directions. Une force quelconque ap- 
pliquée à un point matériel libre produit toujours un certain 
mouvement. 

Pour que deux forces appliquées à un même point matériel 
libre se fassent équilibre, il faut qu'elles soient égales et directe- 
ment opposées. En effet, si ces deux forces ne sont pas égales 
et directement opposées, elles admettent toujours une résul- 
tante qui n'est pas nulle, et, par suite, elles ne sont pas en 
équilibre. 

Lorsque trois forces F, F', F"(fig. 25), appliquées k un même 
point matériel libre, se font équilibre, une 
quelconque d'entre elles, ¥" par exemple, 
est égale et directement opposée à la résul- 
tante R des deux autres. Ces trois forces sont 
donc déjà dans un même plan ; elles satisfont 
en outre aux conditions suivantes. 

Le triangle MAC donne les. relations 

MA AC MC 




sin MCA sin AMC sin MAC pig. ^5 

En remplaçant les côtés du triangle par les forces qu'ils repré- 
sentent, et en désignant chaque angle par les deux forces qui le 
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forment, cette relation peut s'écrire : 

F P P 



nn (F. F') "" sin (¥.¥") "" sin (F. F')* 

Chacune des forces est donc propoitionnelle au sinus de Tan- 
gle formé par les directions des deux autres. 

En général, lorsque des forces en nombre quelconque, appli- 
quées à un même point matériel libre, se font équilibre, leur ré- 
sultante est nulle, et la ligne brisée qu'on forme par l'addition 
de toutes ces forces parallèlement à elles-mêmes est fermée. Dans 
ce cas, une quelconque des forces considérées est égale et directe- 
ment opposée à la résultante de toutes les autres. On peut, en 
effet, remplacer toutes les forces, moins la force F, par leur ré- 
sultante R ; le point matériel est alors sollicité par deux forces F 
et R, et l'équilibre n'est possible que si elles sont égales et direc- 
tement opposées. 

«4. — II peut arriver, au contraire, qu'un point matériel ne 
puisse se déplacer que dans un certain nombre de directions, par 
exemple qu'il soit assujetti à rester sur une courbe fixe ou sur une 
surface fixe. Alors le point matériel est dit gêné, et il peut rester 
en repos quand il estsollicité par des forces qui ne se feraient pas 
équilibre si le point matériel était libre. 

Imaginons, par exemple, un anneau traversé par une tige ri- 
gide contournée suivant une certaine courbe, ou bien une bille 
placée dans un canal contourné; l'anneau ne pourra pas quitter 
ta tige rigide, et la bille est astreinte à rester dans le canal. Ré- 
duisons par la pensée la tige ou le canal à une courbe fixe. Van- 
neau ou la bille à un point matériel, et nous 
aurons Tidée d'un point matériel assujettie res- 
ter sur une courbe fixe. 

Si nous appliquons à ce point M (fig. 26) 
une force F, normale à la courbe AB, il est 
clair que le point restera au repos, parce que la 
Fig. ». force est également inclinée sur les deux direc- 

tions suivant lesquelles le point peut se déplacer, et il n'y pas de 
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raison pour que le mouvement ait lieu dans un sens ou dans Tau- 
Ire, Le point M exerce alors sur la courbe une pression normale 
égale à F. Supprimons la courbe par la pensée, et remplaçons-la 
par une force -F égale et contraire à la force F, et appliquée au 
point M; nous pourrons alors considérer le point M comme libre 
et il restera encore en repos. Cette force —F, qui peut remplacer 
la courbe en maintenant le point en équilibre, est la réaction de 
la courbe sur le point matériel. 

Appliquons maintenant au point M (fig. 27) une force F obli- 
que à la courbe ; nous pouvons décomposer cette force en deux, 
Tune T tangente à la courbe, Taulre N normale. 
La composante tangenlielle T tend à déplacer 
le point, et, si nous supposons que le point 
matériel puisse glisser le long de la courbe avec 
la plus grandefacilité, cette composante T, quel- 
que petite qu'elle soit, mettra le point en mou- 
vement. 

Quant à la composante normale N, elle presse Fig. 27. 

le point contre la courbe ; elle est détruite par une réaction — N 
de la courbe égale et contraire. Nous sommes ainsi conduits à 
considérer un point matériel astreint à rester sur une courbe 
fixe, comme ne pouvant éprouver de la part de la courbe qu*une 
réaction normale à sa direction. 

Nous verrions de même qu'un point assujetti à rester sur une 
surface fixe sur laquelle il peut glisser, et sollicité par une force 
normale à la surface, restera en repos. La force qui sollicite ce 
pomt sera détruite par la réaction de la surface. Au contraire, 
une force oblique à la surface mettra ce point en mouvement. 

ss. — Pour montrer quune courbe fixe ou une surface fixe 
n'exercent sur un point matériel qu'une réaction normale, il 
faut admettre, comme nous l'avons fait, qu'une force tangen- 
tielle, si petite qu'elle soit, appliquée à ce point, le met en mou- 
vement. En réalité, il n'en est pas ainsi dans la nature. Un 
corps appuyé sur une surface ne peut être mis eu inouveraent 
que par une force d'une certaine grandeur; il oppose au mouve- 
ment dans une direction quelconque une résistance (|ue Ton ap- 
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pelle le frottement. Le frottement d'un corps contre une surface 
est d^autant moindre que la surface est plus dure et mieux polie; 
on peut donic concevoir une surface d'une nature telle et d'un 
poli si parfait que le frottement soit absolument supprimé, bien 
que ces conditions soient irréalisables. Nous négligerons toujours 
le frottement, à moins que le contraire ne soit nettement spé- 
cifié. 

«a. — Nous pouvons maintenant établir la condition d'équili- 
bre d'un nombre quelconque de forces F, P, F":.., appliquées à 
un point matériel assujetti à rester surune courbe fixe. Toutesces 
forces admettent une résultante R, et, pour que l'équilibre existe, 
il faut que la résultante R soit normale à la courbe. Cette résul- 
tante est la pression exercée par le point matériel sur la courbe 
fixe, elle est égale et opposée à la réaction — R de la courbe. 

De même, pour que des forces quelconques, agissant sur un 
point matériel assujetti à rester sur une surface fixe, se fassent 
équilibre, il faut que leur résultante R soit normale à la surface. 
Cette résultante R est égale et opposée à la réaction — R de la 
«uiface. 

Ici nous pouvons distinguer deux cas. 
Imaginons, par exemple, un point matériel M (fig. 28) attaché 
à une droite OM rigide et inextensible et qui peut tour- 
ner autour du point 0. Comme la longueur OM ne peut 
ni diminuer ni augmenter, le point M est assujetti à 
rester constamment à la même distance du point 0, et, 
par suite, à rester sur la surface d'une sphère qui a pour 
centre le point et pour rayon la longueur OM. Ce point 
restera au repos si la résultante des forces qui le solli- 
citent est normale à la sphère, c'est-à-dire passe par le 
point 0, soit que cette résultante R tende à éloigner, 
soit que, comme la force R', elle tende à rapprocher le 
fi».»- point M dn point 0. La réaction de la tige ou de la sur- 
face delà sphère est dirigée suivant le rayon OM dans un sens ou 
dans l'autre . 

Si la droite OM (fig. 29) est formée par un fil inextensible, 
mais fiejôblej la distance MO ne peut pas augmenter, mais elle 
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peut diminuer ; le point M peut se déplacer dans l'intérieur de 
la sphère qui a peur centre le point 0, et pour rayon 
OH. Pour que le point H placé sur la surface de cette 
sphère soit au repos, il faut, non-seulement que la ré- 
sultante des forces qui le sollicitent soit normale à la 
surface, mais en outre que cette résultante presse le 
point contre la surface, c'est-à-dire qu'elle soit diri- 
gée suivant le prolongement de OM. Dans ce cas, la 
réaction dû fil — R, ou la réaction normale de la sur- 
face, ne peut être que dirigée vers le point 0. 
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I ûmm forces par rapport à «a polal 




.1». — On appelle moment d'une force par rapporta un point 
le produit de l'intensité de la force par la perpendiculaire abais- 
sée du point sur la direction de la force. Ainsi, le 
moment de la force F (fig. 30) par rapport au point 
est le produit de cette force MA par la perpendi- 
culaire CD, abaissée du point sur la direction de 
la force. Ce moment est égal, comme on le voit, au 
double de Taire du triangle MOA, qui a pour base la 
force MA et pour sommet le point 0. 

Soient deux forces MA et MB (fig. 31), appliquées à un même 
point matériel M, MC leur résultante, et 
considérons les moments de ces forces 
par rapport à un point situé dans leur 
plan, en dehors de Tangle AMB qui 
contient les directions des trois iforces. 
Joignons le point aux points A, B et G. 
Le moment de la force MA est égal au 
double de l'aire du triangle MOA; le 
moment de la force MB est égal au dou- 
ble de Taire du triangle MOB, et celui de 
U résultante MC an double de Taire du ^'^' '*' 

triangle MOC. Les trois triangles MOA , MOB , MOC peuvent 
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être considérés comme ayant même base MO, et, pour hauteurs, 
les perpendiculaires abaissées des points A, B et G sur la ligne MO, 
ou bien les projections KA% KB% KC des trois droites MA, MB, 
MC, sur une perpendiculaire à MO. On a éndemment 

KC'=KA' + A'C'. 

D'ailleurs A'C = KB', comme projections sur une même droite 
de deux droites AC et MB égales et parallèles. Donc 



KC'=KA' + KB'. 

La hauteur du triangle MOG est donc égale à la somme des hau- 
teurs des deux triangles MOA et MOB; par suite , comme ces 
trois triangles ont même base, Taire du premier triangle est 
égale à la somme des aires des deux autres, ou bien le moment 
de la résultante MC est égal à la somme des moments des deux 
composantes MA et MB. 

Si le point (fig. 32), par rapport auquel on prend les mo- 
ments, est silué dans Tangle AMB formé 
par les directions des deux composantes, 
la hauteur KG' du triangle MOC est égale 
à la différence KB' — KA' des hauteurs 
des deux triangles MOB et MOA. Par 
suite, le moment de la résultante MG est 
égal à la diHérence des moments des 
deux composantes MB et MA. Il en est 
de même quand le point est silué dans 
l'angle A^MB^, opposé par le sommet à 
Tangle AMB. 

On peut comprendre ces deux cas dans un même énoncé, en 
convenant de donner des signes aux moments des forces. Si Ton 
fixe le point du plan des forces, les forces tendront à faire 
tourner ce plan autour du point dans un sens ou dans Tautre. 
On considère comme positifs les moments des forces qui ten* 
dent à faire tourner le plan dans un sens, et comme négatifs 
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les moments des forces qui tendenl à Taire tourner le plan en 
sens contraire. Dans le premier cas (fig. 31), les trois moments 
sont de même signe, puisque les trois forces tendent à faire tour- 
ner le plan dans le même sens. Dans le second cas (6g. 32), les 
moments des deux forces MB et MA sont de signes contraires, le 
moment de la résultante MG est égal à la différence de ces deux 
moments et de même signe que le plus grand ; il est donc égal à 
leur somme algébrique. 

Donc, le moment de la résultante de deux forces appliquées à 
un même point matériel, par rapport à un point situé dans 
leur plan, est égal à la somme algébrique des moments des com- 
posantes. 

Cette propriété des moments des forces est très-utile dans un 
grand nombre d'applications ; elle porte le nom de théorème de 
Varignon, 

Si le point est pris sur la direction de la résultante, le mo- 
ment de la résultante est nul, et, par suite, les moments des 
deux composantes sont égaux et de signes contraires. 

t8. — Le théorème peut être étendu à un nombre quelconque 
de forces appliquées à un même point matériel, et situées dans 
un même plan. Soient F, F% F", F'"... F«"^ , toutes ces forces, et 
R leur résultante ; appelons R^ la résultante des deux forces F 
et F', R, la résultante des deux forces R^ et F", R^ la résultante 
de R, et de F'^', etc., et désignons par m.F le moment de la 
force F ; on aura 

m.Ri=m.F +m.F% 
De même, m. R, = m. R^ + m. F'\ 

fît.Rj=wi. R,-f" m.F" f 

m.R=m.'R..i + m.F»). 

Ajoutons toutes ces équations membre à membre, les mo- 
ments de toutes les résultantes intermédiaires disparaîtront, et 
il restera 

m.R=m.F+m.F'4-î».F" -hm.F'' ■+....• + m.F<»\ 
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Donc, le moment de la résultante d'un nombre quelconque de 
forces appliquées à un point et situées dans un même plan, par 
rapport à un point situé dans leur planj est égal à la somfne al- 
géMque des moments des composantes. 

Si le point par rapport auquel on considère les moments est 
situé sur la direction delà résultante, le moment de la résultant 
est nul, et, par suite, la somme des moments des forces qui agis- 
sent dans un sens est égale à la somme des moments des forcer 
qui agissent en sens contraire. 

Réciproquement, si un point matériel est soumis à un nombre 
quelconque de forces situées dans un même plan, et si la somme 
des moments de ces forces par rapport à un point du plan est 
nulle, la résultante est nulle ou passe par le point considéré, 
puisque le moment de cette force est nul. Si la somme des mo- 
ments des forces proposées est nulle par rapport à deux points 
non situés sur une même droite avec le point d'application, les 
forces proposées se font équilibre. 

EXERCICES 

1. Montrer que la rédultante d'un nombre quelconque de forces appliquées 
au même point, est indépendante de Tordre suivant lequel les forces ont été 
composées. 

a. Démontrer directement que les moments de deux forces par rapport à 
un point pris sur la direction de leur résultante sont égaux et de sens con- 
traires. 

3. Trois forces rectangulaires, appliquées au même point, sont entre elles 
comme 1, 2 et 3. Déterminer les angles que fait la résultante s^yec les forces 
proposées. 

4. âB et CD sont deux cordes égales et parallèles dans un cercle, et P le 
milieu de Tare AB. Démontrer que si des forces représenlées par PA, PB, PC, 
PD agissent sur le point P, leur résultante est constante. 

6. Deux forces F et F' agissent sm* un même point. Trouver l'angle qu'elles 
font entre elles par la condition que la résultante soit égale nu double de la 
différence des forces proposées. — Montrer que le problème n'est possible que 
si le rapport des forces est plus petit que 5. 
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CHAPITRE III 

GOHPOsmon des forges parallèles appliquées a ur 

CORPS solide 



t9. — Nous n'avons envisagé jusqu'ici que les forces appli- 
quées à un même point matériel ; nous allons maintenant com- 
poser les forces appliquées en différents points liés entre eux 
d'une manière invariable, et chercher les conditions dans les- 
quelles ces forces se feront équilibre. 

On considère généralement les corps eonune composés de par- 
ticules très-petites, appelées molécules; ces molécules sont sépa- 
rées les unes des autres, et Ton se représente l'ensemble des 
phénomènes physiques en imaginant qu'elles agissent les unes 
sur les autres par attraction ou répulsion. L'action mutuelle de 
deux molécules consiste en deux forces égales et contraires, 
appliquées, l'une à la première molécule, l'autre i la seconde; 
cette double force est dirigée suivant la droite qui joint les deux 
molécules et son intensité varie avec la distance. Des forces exté- 
rieures appliquées aux corps peuvent en écarter ou en rappro- 
cher les molécules. 

Les corps solides ne paraissent éprouver aucune déformation 
quand on fait agir sur eux des forces qui ne dépassent pas cer- 
taines limites; il semble donc que leurs molécules soient à des 
distances invariables les unes des autres. En réalité, il n'en est 
pas ainsi ; une force, quelque petite qu'elle soit, agissant sur un 
corps solide, modifie toujours sa forme, mais il arrive fréquem- 
ment que ce changement est trop faible pour être appréciable. 
D'après cela, nous aurons l'idée d'un corps parfaitement solide 
en imaginant ce corps composé de molécules ou de points maté- 
riels situés à des distances invariables les uns des autres. 
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Les corps solides dont nous allons parler devront être suppo- 
sés constitués de cette manière. Sans doute ce cas idéal n'est 
pas réalisé dans la nature, mais les conséquences que Ton déduit 
de cette hypothèse sont en général applicables aux solides naturels 
toutes les fois qu'ils éprouvent seulement des déformations in- 
sensibles. Dans les machines, par exemple, les organes que Ton 
emploie sont assez résistants pour qu'ils ne varient pas de forme 
d'une manière appréciable, sous l'influence des forces auxquelles 
ils sont soumis. 

En imaginant les corps solides ainsi constitués, nous pourrons 
transporter en un point quelconque de leurs directions les forces 
qui agissent sur eux, et, par suite, appliquer tous les théorèmes 
précédemment établis sur la composition des forces. 

Composition doo forces ooncoarantos 

so. — Considérons plusieurs forces F, F% F* •.• (6g. 35) ap- 
pliquées en différents points A, B, C ... d'un corps solide, et sup- 
posons que les directions de ces forces pas- 
sent toutes par un même point du corps 
solide ; ces forces sont dites concourantes^ et 
le point est le point de concours. Puisque 
tous les points du corps solide sont invaria- 
blement liés entre eux, on peut transporter 
le point d'application de la force F du point 
A au point 0, le point d'application de la pig. 33. 

force F' du point B au point 0, celui de la force F*' de C en ... 
Les forces F, F', F"..., étant ainsi appliquées au même point, 
admettent une résultante R que Ton détermine par la règle géné- 
rale. On pourra ensuite prendre pour point d'application de cette 
résultante R, soit le point 0, soit tout autre point L du corps 
solide pris sur la direction de la résultante. 

11 n'est même pas nécessaire que le point de concours des 
forces fasse partie du corps solide; il suffit, pour la démonstra- 
tion, d'imaginer que ce point est lié invariablement au corps 
solide ; on y transportera les points d'application des forces pro- 
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posées, et Ton déterminera la résultante de la mém^ manière. Si 
la direction de cette résultante rencontre le corps solide, on 
pourra l'appliquer en un point de ce corps; si cette direction pe 
rencontre pas le corps, il faut considérer la résultante comme 
appliquée ea un point extérieur, lié invariablement au corps 
solide. 



parallèles al 4a mêma aana 

Si. — Considérons deux forces F et F' (fig. 54), parallèles et 
de même sens, appliquées en deux 
^r"'^ — 7 ' points A et B d'un corps solide. Les 
/ / / \ / deux points A et B, faisant partie d'un 

corps solide, sont liés inyariablement 
Tun à Tautre ; nous pouvons donc ap- 
pliquer aux deux extrénntés de la 
ligne AB deux forces AD et BE égales 
et de ^ens contraires. Ces deux forces 
se font équilibre et ne changent rien 
à l'état du corps. Nous pouvons rem- 
placer les deux forces Al) et F appli- 
quées au point A par leur résultante 
AG ; de même, les deu?: forces BE et 
F', appliquées au point B, par leur 
résultante BH. Les deux droites AG et BH, étant situées dans un 
même plan et n'étant pas parallèles, se rencontrent en un point 0. 
Supposons ce point lié invariablement à la droite AB^transpor- 
tons la force AG au point en OG', et la force BH en OH' ; dé- 
composons maintenant la force OG' en deux, l'une OD' égale et 
parallèle à,AD, l'autre OA" égale et parallèle à F ; décomposons 
de même la force OH' en deux, Tune OE' égale et parallèle à BE, 
l'autre OB' égale et parallèle à F'. Les deux forces OD' et OE', 
étant égales et directement opposées, se font équilibre, on peut 
donc les supprimer ; il reste les deux forces OA" et OB" qui s'ajou- 
tent et donnent une résultante B égale à leur somme F-f-F' et 
parallèle à la direction des forces proposées. 
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Donc, deux forces parallèles et dé mime sens, appliquées en 
deux points d^un corps solide, ont une résultante égale à leur 
somme^ parallèle à leur direction^ et agissant dans le même sais 
que les forces proposées, 

ut — On peut appliquer cette résultante en un point quel- 
conque de sa direction ; appliquons-la, par exemple, au point C 
où sa direction rencontre la ligne AB, qui joint les points d*appli- 
cation des forces proposées, la position de ce point C se déter- 
mine aisément. 

Les triangles semblables OAG, AGA' donnent les rapports 
égaux 

oc_aa;_£ 

CA"^A'G~AD* 
De même, les triangles semblables OBC, BHB' donnent 

oc_bb;_p 

CB~B'H~BE' 

En divisant ces rapports l'un par l'autre, et remarquant que 
AD = BE, on en déduit 

CB_F 
CA~P* 

Ainsi, les distances CB et CA du point d^application de la ré- 
sultante aux points d* application des composantes sont en raison 
inverse des forces proposées F et¥'. 

La même proportion peut s'écrire 

P_ F _ F-hP _ R 
CA~CB~CB-f-GA~ÂB' 

Chacune des trois forces F, F' et R est donc proportionnelle 
à la distance des points d'application des deux autres. 
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GomposItioB d« deux foroes parallèles at de sans oantralraa 

83. — Considérons maintenant deux forces F et F' (fig. 35), 

parallèles et de sens contraires, 
appliquées en deux points A et B 
d'un corps solide, et soit F la plus 
grande. Nous pouvons remplacer 
la force F par deux autres, lune BB' 
égale à F' et appliquée au point B, 
l'autre égale à F — F', et appliquée 

sur le prolongement de la droite BA en un point G, tel que l'on 

ait 

AC F 




AB~F— F'' 

En effet, ces deux forces BB'etF — F', appliquées en B et en 
C, ont pour résultante la Force F appliquée en A. Les deux forces 
BB' et F' appliquées au point B sont égales et de sens contraires, 
on peut donc les supprimer ; il ne reste alors que la force F -~ F' 
appliquée au point C : c'est la résultante R des deux forces pro- 
posées. 

Donc, deux forces parallèles et de sens contraires^ appliquées 
en deux points d'un corps solide^ ont pour résultante une force 
parallèle à leur direction^ égale àleur différence^ et agissant dans 
le sens de la plus grande. 

En ajoutant dans l'équation qui précède les numérateurs aux 
dénominateurs, on obtient 

CA CA P 



CA + AB~CB~F* 

Le point d'application de la résultante est situé sur le prolon- 
gement de la droite BA, du côté de la plus grande force, et /^« 
distances de ce point aux points d'application des composantes sont 
en raison inverse des forces proposées F et F'. Gomme on le voit, 
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ce résultat est le même que pour les forces parallèles et de même 
sens. 

On peut écrire la dernière des équations qui précèdent de la 
manière suivante : 

F P_ F—r _ R 
CB'~CA""CB— CA""AB* 

Chacune des trois forces F, F' et R est encore propo7 tion- 
nelle à la distance des points d* application des deux autres. 

S4. — Cette démonstration suppose essentiellement que les 
deux forces sont inégales. Pour passer de là au cas où les forces 
seraient égales, supposons que la plus petite F' restant constante, 
la force F diminue progressivement jusqu'à devenir égale à F' ; 
alors la résultante F — F' diminue constamment jusqu'à devenir 
nulle, et la distance CA de son point d'application au point A 
augmente indéfiniment. Un pareil résultat ne peut évidemment 
rien représenter à priori. On appelle couple ce système de deux 
forces égales parallèles et de sens contraires, mais non directe- 
ment opposées ; nous verrons plus loin (72) qu'un couple n'a pas 
de résultante unique. 

CSomposItlon d'un nombre qoeloonfoe de forces paraUèlea 

ss, — En appliquant les théorèmes qui précèdent, on obtien- 
dra facilement la résultante d'un nombre quelconque de forces 
parallèles, appliquées en différents points d'un corps solide. 

Supposons d'abord ces différentes forces F, F', F"... de même 
sens, et appliquées aux points A, B, C... (fîg. 56). On composera 
d'abord deux dos forces, F et F' par exemple, en une seule R^, 
(gale à F -4- F' et appliquée en un point L^ de la droite AB, dont 
!cs distances aux extrémités A et B de cette droite sont en raison 
inverse des forces F et F'; on composera ensuite cette résultante 
partielle R^ avec une troisième force F", en une résultante R, 
égale à Rj -f- F" et^ par suite, égale à la somme F 4-F' H-F* des 
^rois premières forces, et appliquée en un point L^ de la lignç 
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CLj, tel que les distances L^L^ et L,C soient en raison inverse des 

forces Rj et F". En continuant de 
cette manière, on voit que la ré- 
sultante R de toutes les forces pro- 
posées est égale à leur somme, et 
son point d'application L sera déter- 
miné. 

Donc, la résultante d*un nomhrt 
quelconque de forces parallèles et de 
même sens appliquées en différents 
points d'un corps solide est égale à 
leur somme, parallèle à leur direc- 
tion^ et elle agit dans le mime sen. 
que les forces proposées. 
Si les différentes forces parallèles que Ton veut com- 
poser ne sont pas toutes dirigées dans le même sens, on construira 
d'abord la résultante R^ de toutes les forces qui agissent dans un 
sens, puis la résultante R, de toutes les forces qui agissent en 
sens contraire. Si les deux résultantes partielles R^ et R,, qui peu- 
vent remplacer les forces proposées, sont inégales , elles admet- 
tent une résultante R égale à leur différence et de même sens 
que la plus grande. La résultante des forces proposées est donc 
égale à l'excès de la somme des forces qui agissent dans un 
sens, sur la somme des forces qui agissent en sens contraire. En 
convenant de regarder comme positives les forces qui agissent 
dans un sens, et comme négatives celles qui agissent en sens 
contraire, on peut dire rue la résultante d*un nombre quel- 
conque de forces parallèles agissant en différents points d'un 
corps solide est égale à la somme algébrique de ces forces. Le 
signe de cette somme indique le sens dans lequel agit la ré- 
sultante. 

Si les deux résultantes partielles R^ et R, sont égales et direc- 
tement opposées, leur :vsultante est nulle, et les forces propo- 
sées se font équilibre. 

Si ces deux résultantes R^ et R„ étant égales, ne sont pas direc- 
tement opposées, elles forment un couple, et, par suit:, les 

MiCàXI. MASGART. 3 
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forces proposées ne peuvent pas être remplacées par une résul- 
tante unique. 

sv. — Le théorème des moments, que nous avons démontré 
(27) pour les forces appli(|uées à un même point ot situées dans 
tin même plan, est vrai aussi pour les forces parallèles situées 
«lansun même plan. On peut, en effet, considérer les forces pa- 
rallèles comme un cas particulier de forces concourantes dont 
lo point de concours serait situé à Tinfini. D'ailleurs, il est très- 
facile de démontrer directement ce théorème pour les forces pa- 
rallèles. 

Gratre des forças psraUèles 

S8. — Supposons maintenant que, sans changer les intensités 
des différentes forces parallèles et de même sens F, F', F"... 
(Hg. 56), nous fassions tourner chacune d'elles de la même quan- 
tité autour de son point d'application, de façon qu'elles soient 
encore parallèles, le point d'application L de la résultante ne sera 
pas changé. 

En effet, la résultante des deux forces F et F' sera encore égale 
à leur somme F -h F', et son point d'application sera le point I^, 
puisque les distances L^B et L^A. sont en raison inverse des forces 
F et F'. De même, L, sera encore le point d'application de la ré- 
sultante des trois forces F, F', F", et ainsi de suite. En continuant 
ainsi de proche en proche, on verrait que le point d'application 
de la résultante totale est encore le point L. 

Donc, quand on a une série de forces jjarallèles apfiliqitées en 
tlifférents points d'un corps solide^ et qu'on fait tourner tontes ces 
forces autour de leurs points d'application^ de manière qu'elles 
restent parallèles^ larésultanie passe toujours par un mêmepoint; 
on appelle ce point centre des forces parallèles. 

Le théorème s'applique évidemment au cas oii toutes les force* 
n'agissent pas dans le même sens, pourvu qu'elles aient une 
résultante unique. En effet, les points d'application des deux 
résultantes partielles R^ et R, ne changent pas, et, par suite, 
le point d'application de leur résultante R est toujours le même. 
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On pout remarquer que la position des points d'application 
des diverses résultantes dépend uniquement des rapports des 
forces. On peut donc altérer toutes les forces dans le même rap- 
port, et le point d'application de la résultante totale restera le 
même. 

DéoomposItloB d*iiii« force en ploslMurs foroM paniUèlM 

S9. — On peut se proposer de décomposer une force en deux 
ou plusieurs autres forces parallèles, appliquées en différents 
points d'un même corps solide. C'est un problème analogue à 
celui que nous avons résolu en décomposant une force en plu- 
sieurs autres appliquées au même point. 

Cherchons d'abord à décomposer une force en deux autres 
forces parallèles, appliquées en deux points déterminés ; il faut 
que ces deux points soient situés dans un même plan avec la force 
proposée, puisque la résultante de deux forces parallèles est 
située dans le plan de ces deux forces. 

Soit F la force proposée (fig.37), 
et supposons que les points d'ap- 
plication fi et C des composantes 
cherchées F' et F" soient situés de 
part et d'autre de la force F. Joi- 
gnons BC et appliquons la force F 
au point A où sa .direction rencontre la droite BC. Les forces 
F' et F" ayant pour résultante la force F, satisfont aux relations 
suivantes : 

F' F'' F 
P + F' = F, XC=AB=BC- 




On déduit de là 



^ "" 'BC ~ BC 



On peut facilement construire les deux composantes. Menons 
par les points B et C des parallèles à la force F; par l'extrémité 
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A' de cette force menons nnp parallèle à BC, et joignons BE. Les 
droites AA^ et A^A' reprcsentenl les forces P et P. En effet, les 
triangles semblables BAA^ et A^A'E donnent 





AA, AB AB P 
A,A'~A'E~AC""P' 


D'ailleurs 






AA,-+-AiA' = AA'=F 


donc 





AA,=F' et A'A,=P. 

Si les points d'application B et C (fig. 38) sont sitnés d'un 
même côte de la force F, les deux 
composantes F' et F" sont de sens con- 
traires et on les déterminera par les 
équations suivantes : 

F'~F'' = F, 

AC""ÂB~BC' 




d'où l'on tire 



P = F ^^, 



P-F ^ 



Pour construire ces composantes, menons encore par les 
points B et C des parallèles 6D et CE à la force F, menons la 
droite A'E parallèle à BC, et joignons EB par une droite que 
nous prolongeons jusqu'en A, ; AA, et A,A' représentent les forces 
P et P. En effet, les triangles semblables BAA, et EA'A, donnent 



D'ailleurs 



AA. _AB_AB_F' 
A'A,"~A'E~AC~P' 

A'A» — AA,=AA' = F; 
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donc 

AA^=F-' et A4A'=P. 

40. •— Aa lieu de se donner les points d'application des deux 

composantes, on peut se donner 
l'une d^eiles el son point d'appltca* 
tion. Soit F (fig. 59) la force propo- 
sée, P une des composantes, B son 
point d'application , et supposons 
Fig. 59. F > F'. La seconde composante 

sera égale à F — F', son point d'application C sera situé sur le 
prolongement de BA, et on le déterminera par la relation 

p_ F — P 
AC— AB ' 
d'où on tire 

AC=AB ^ 




F— F'* 



Si F' est plus grand que F, la seconde composante est égale k 
¥' — F, de sens contraire à celui de la force F, el son point d'ap- 
plication C% silué à gauche du point B, sur le prolongement 
de AB, est déterminé par la relation 

F' 



AC' = AB. 



P— F* 



Si P = F, on trouve pour AC une valeur infinie; nous savons 
(12) que le problème est impossible, car alors la seconde com- 
posante serait nulle, et la force F pourrait être remplacée par une 
force égale non dirigée suivant la même droite. 

Si l'on veut décomposer une force en plus de deui autres paral- 
lèles appliquées en différents points situés tous dans un même 
plan avec la force proposée, le problème est indéterminé* En effet, 
on peut appliquer à tous lc$ poinL% moins deux, des forces quel- 
conques, et les considérer comme composantes de la force propo- 
sée; les composantes appliquées aux deux derniers points seront 
alors dctcrininécs. 
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4i. — Proposons -nous maintenant de décomposer une force F 
(fîg. 40), en trois autres F% P, F" appliquées en trois pointa 
B, C, D, dont le plan n'est pas parallèle 
à la direction de la force F, et supposons 
que la force F coupe ce plan en A, dans 
rintérieur du triangle BCD. Joignons BA 
et décomposons d'abord la force F en 
deux, Tune F' appliquée en B, l'autre R 
appliquée au point E où la droite BA ren- 
contre la droite CD ; nous décomposerons 
ensuite cette force R en deux autres F'' et 
F" appliquées aux points C et D, et, comme toutes ces forces 
sont de même sens, on devra ayoir 

F=P-f.P-hF". 

Ces différentes forces jouissent d'une propriété remarquable. 
On a, entre les forces F et F', la relation 




Hg.40. 



P 
F"^ 



AE 
BE* 



Les triangles ACD, BCD, ayant même base CD, sont entre eux 
comme leurs hauteurs, ou comme les longueurs AE et BE; on 
a donc 

AE_ACD 
BE"'BCD* 

Par suite, à cause da rapport eonunun, 



P_ACD 
F""BGD' 



F' F 
"^^^ ACD = BCD' 



Les forces P et F^ donneraient des relations analogues, et Ton 
obtiendrait la série de rapports ^ux : 

X._ P _ P _ P' 

BCD~ïa)'~îro""ÂBC* 
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Si la force proposée est représentée par Taire du triangle BCD, 
les composantes F', F* et F'" seront représentées par les aires 
des triangles ACD, ABD et ABC. On voit que chacune des quatre 
forces F, F\ F*', F"' est proportionnelle à Taire du triangb 
formé par les points d'application des trois autres. 

Lorsque la force F coupe le plan du triangle BCD en ui. 
point A' situé en dehors du triangle, les trois composantes ne 
sont plus dirigées dans le même sens. Il existe d'ailleurs entre 
ces composantes et la force proposée des relations analogues à- 
celles que nous venons d'établir; chacune d'elles est encore pro- 
portionnelle à Taire du triangle formé par les points d'appli- 
cation des trois autres. 

Enfin, si Ton se propose de décomposer une force en plus de 
trois autres parallèles, appliquées en des points déterminés, le 
problème admet une infinité de solutions. On peut, par exemple, 
appliquer des forces quelconques à tons les points donnés, moins 
trois; les forces que Ton doit appliquer aux trois autres se trou- 
vent alors déterminées. 



WÊommnîm dM r«roM parallèlM par rapport à an 



4t. — On appelle moment d'une force par rapport à un plan 
qui lui est parallèle, le produit de Tintensité de la force par sa 
distance au plan. 
Considérons deux forces parallèles et de même sens F et F' 

(fig. 41), appliquées aux points 
A et B, et leur résultante B 
appliquée au point C, et sup- 
posons ces troie forces d'un 
même côté du plan PQ <]ui leur 
est parallèle. 

Les moments de ces trois 

forces sont F x AA' , F' x BB', 

n§.ix. et RxCC; on a d'ailleurs les 




40 
relations 

(1) 

(2) 
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R=F + P, 

BG~AC' 



M'enons par le point C une parallèle A^B, à la projection A'B' 
do la droite AB sur le plan ; nous formons ainsi deux triangles 
semblables BCB,, ACAj, qui donnent la relation 



(3) 



BB, 
BC 



AA, 

AC 



En divisant les équations (2) et (3) membre à membre, on en 
déduit 

BB,~AA/ 
ou 

Remplaçons dans cette équation AA^ et BB^ par les Icn^i^noms 
égales 

AA^=5 AA' ~ A,A' = AA'- CC, 

BB, = B,B' — BB' = ce — BB\ 



elle devient 



Fx (AA'-CC')=F'x (CC — BB'), 



ou 



FxAA'-hPxBB' = (F+F)xCC'=RxCC'. 



Ainsi le moment de la résultante 
R est égal à la somme des mo- 
ments des deux composantes 
F et F', 

4S. — Considérons mainte- 
nant deux forces F et F' (fig. 42) 
de sens contraires et inégales, 
la résultante R est alors égale à 
leur différence F — V\ et de 




Kg. 42. 
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même sens que la plus grande. Supposons encore les trois forces 
d un même côté du plan PQ, et menons par le point C une paral- 
lèle CB^ à la projection C'B' de la droite GB sur le plan. Les 
triangles semblables CAA^ CBB^ donnent 

BBjAA^ 
BG ~ AG' 

On a d'ailleurs 

BC~AC' 

ce qui donne, en divisant ces deux équations membre à membre, 

FF 
BB^-AAj' 

ou bien, 

FxAA,=FxBB,. 

Remplaçons encore AA^ et BB^ par les longueurs égales 

AA4=A,A' — AA' = CC' — AA', 

BB, = B,B' — BB' = ce — BB'; 
il vient 

F X (CC - A A') = F X (CC — BB'), 
et enfin 

FxAA'-PxBB'=(F-F)xCC'=RxGC. 

Ainsi 9 le moment de la résultante est égal à la différence des 
moments des deux composantes. 

On peut comprendre les deux cas dans un même énoncé, en 
considérant comme positives les forces qui agissent dans un sens, 
comme néji^atives les forces qui agissent en sens opposé, et en 
donnant le signe des forces à leurs moments. Dans le premier cas 
(Hg. 41), les trois moments sont de môme signé. Dans le second 
cas (fig. 42), les moments des deux forces F et F' sont de signes 
contraires, le moment de la résultante R est égal à la différence 
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des r/iomenU des forces proposées et de même signe que le 
plus grand ; il est donc égal à leur somme olgArique. 

44. — Nous avons supposé jusqu'à présent que les points d'ap* 
plication des forces sont tous situés d*un a, 

même côté du plan par rapport auquel «/ c/H V 

on prend les moments. On fait dispa- / av-tJc^î* / 
raitre cette restriction en considérant ^ !/ 
comme positives les perpendiculaires ^} 

telles que BB% CC (fig. 45), situées K/^\ 
d'un côté du plan PQ, et comme néga- / a-'"'''^' 
tives les perpendiculaires AA' situées 
du cote oppose. 

Soient A et B les points d'application de deux forces F et P 
parallèles et de même sens, C celui de leur résultante R. Consi- 
dérons un plan FQ' qui laisse tous ces points d'un même côté, 
on aura 

(1) RxCC'=FxAA'-|-PxBB'. 
Comme R = F -f-F% on a évidemment 

(2) RxC'C'=FxA'A''4-PxB'B'. 

En retranchant membre à membre l'équation (2) de Téqua- 
tion (1), il vient 

Rx (CC- C'C'')=F X (AA"— A'A") -f-F'x (BB" - B'B-^. 

Les parenthèses représentent les distances des points A, B, C 
au plan PQ, avec le signe + ou le signe — , suivant qu'ils sont 
situés au-dessus ou au-dessous^de ce plan. En désignant par Z, 
s et 0^ ces perpendiculaires affectées du signe qui leur convient, 
on peut écrire 

RZ=F»-4-P«'. 

Il en serait de même si les deux forces F et P étaient de signes 
contraires. 
Donc, le Moment de la résultante de deux forces parallèle s par 
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rapport à un plan parallèle à leur diret&ony est égal à la somme 
algébrique des moments des deux forces proposées, 

45. — Il est Tacite maintenant d'étendre le théorème à un 
nombre quelconque de forces parallèles; il suffit de répéter iden- 
tiquement le raisonnement qui a été fait au n^ 28. 

Si toutes ces forces se font équilibre, la résultante étant nulle, 
son moment est aussi nul. Alors la somme algébrique des mo- 
ments des forces proposées est nulle. 

Si les forces ont une résultante située dans le plan par rap- 
port auquel on prend les moments, le moment de la résultante 
est encore nul, ainsi que la somme algébrique des moments des 
composantes. 

Si les forces n'admettent pas de résultante unique, elles se ré- 
duisent à un couple, et la somme des moments des deux forces 
qui composent le couple est égale à la somme des moments des 
forces proposées. 

4«. — On peut appliquer ce théorème à la détermination du 
centre des forces parallèles. Soient F, F% P,... des forces paral- 
lèles, z,%', a^,... leurs distances, positives ou négatiyçs, à un plan 
parallèle à leur direction. Supposons que ces forces admettent 
une résultante R, et appelons Z sa distance au même plan, 
on a, en appliquant le théorème précédent» 

RZ = F«-hFy + FV-4-.... 

On en déduit 

, Fi5-*-FVHhFV4-... 



" R 

Comme la résultante est égale à la somme des forces proposées, 
on peut écrire 

F2-+-FV-f-FV-h... 



Z;= 



F-+-P-+-F"-h. 



Cette longueur Z est la distance du centre des forces parallèles 
au plan considéré. Pour avoir sa distance à une autre plan, il 
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Le centre de gravité d'un corps solide est un point parfaite- 
ment déterminé, lié au corps, et l'on peut trouver sa position 
quand on sait comment la matière est distribuée dans Tintérieur 
de ce corps. Le problème présente souvent de grandes difficultés^ 
nous n'examinerons que les cas les plus simples. 

48. — Un corps solide est homogène quand deux parties d'égal 
volume, prises en des points quelconques, ont exactement le 
même poids. On peut supposer qfue la matière est répandue 
uniformément et d'une manière continue dans tout le volume 
occupé par le corps. La détermination du centre de gravité est 
alors ramenée à une question purement géométrique. 

Imaginons qu'un corps solide s'étende sur une surface plus 
au moins considérable et sous une épaisseur très faible, comme 
une feuille de tôle, par exemple ; nous pourrons faire abstraction 
de l'épaisseur, considérer la surface comme pesante, et chercher 
son centre de gravité. La surface sera homogène si deux parties 
d'égale étendue, prises en des points quelconques, ont le même 
poids. 

De même un corps solide peut avoir la forme d'un fil très- 
mince ; en faisant abstraction de la section de ce fil, nous aurons 
l'idée d'une ligne pesante, et nous pourrons déterminer son 
centre do gravité. La ligne est homogène si deux parties d'égale 
longueur ont le même poids. 

Dans tout ce qui va suivre, nous ne considérerons que les 
corps homogènes , et nous ferons d'abord quelques remar- 
ques préliminaires pour faciliter la recherche de leurs centres de 
gravité. 

40. — Quand un corps solide a un centre de figure^ on peut 
imaginer que ce corps est formé de molécules situées deux à deux 

/Q jj, sur une môme droite passant par le centre 

T 7 de figure, de part et d'autre et à égale 

/ / distance; le centre de gravité coïncide 

/ alors avec le centre de figure. En effet, 

P^s^^- les poids de deux molécules symétriques 

M et M' (fig. 44) ont pour résultante une force égale à leur somme 
et appliquée au milieu de la distance MM', qui est le centre 
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de figure. Chaque couple de molécules donne une résultante appli- 
quée au point 0,1a résultante totale sera donc aussi appliquée en 
ce point. 

Quand un corps a un plan de symétrie^, on peut imaginer 
i|ue ce corps est formé de molécules siluces deux à deux sur une 
même perpendiculaire au plan de symétrie, de part cl d'auti o 
el à égale distance; le centre de gravité est alors situé dans le 
plan de symétrie. En effet, les poids de deux 
molécules symétriques M et M' (Gg. 45) ont 
pour résultante une lorce égale à leur somme ^ 
et appliquée au milieu de la ligne MM', ' 
c'est-à-dire sur le plan de symétrie. Chaque 
couple de molécules donne une résultante ap- 
pliquée en un point de ce plan, le point d'ap- Fîg.ij^ 
plication de la résultante totale sera donc aussi dans le plan 
de symétrie. 

Si le corps a deux plam de symétrie^ le centre de gravité de- 
vant se trouver en même temps sur chacun d'eux, sera situé sur la 
ligne d'intersection de ces deux plans. 

Si le corps a trois plans de symétrie qui n'ont qu'un point 
commun, le centre de gravité sera au point d'intersection des 
trois plans de symétrie. Ce point sera d'ailleurs un centre de 
ligure. 

50. — On en déduit immédiatement les conséquences sui- 
vantes : 

1° Le centre de gravité d'une ligne 
droite AB (fig. 46) est au milieu de À S b 

cette droite. ^^^■^• 

2^ Le centre de gravité du contour ou de Vaire d'un parallé- 
logramme ABCD (fig. 47) est au point a f b 

d'intersection des deux diagonales, ou /^x/..-''''/ 

au milieu de chacune d'elles, puisque ce A-^'^^^^^x/ 

point est un centre de figure. On voit d k c 

aussi que le centre de gravité est au mi- f»g ^^^ 

lieu de la droite EF, qui joint les milieux de deux côtés oj)- 

posés. 
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3^ Le centre de gravité du contour^ de la surface ou du vo- 
lume d'un parallélipipède est au point de rencontre des trois dia- 
gonales, puisque ce point est un centre de figure. 

4» Le centre de gravité de la drconférenee ou du eerae est 
AU centre du cercle. 

5^ Le centre ce gravité de la surface ou du volume delà sphère 
est au centre de la sphère. 

6^ Le centre de gravité de la surface ou du volume d'un cy- 
lindre Hrculaire droit est au milieu de Taxe du cylindre, qui 
peut ctc e considéré comme le point de rencontre de trois plans 
de symétrie. 

Centra de gravitA d# la sorteM d'an trlaBfle 

51. — Considérons un. triangle quelconque ABC (fig. 48). Joi- 
gr;ons le sommet A au milieu D du côté opposé, et divisons la 
ligne AD en un certain nombre de parties 
égales. Par les points de division D^^D^^D'", 
menons des parallèles a la base BC, et par 
les points B', C',B", C",.,. où ces parallèles 
coupent les deux autres côtés, menons des 
parallèles à la médiane AD; nous formerons 
B D c ainsi une série de parallélogrammes inscrits 

Fig. 48. dans le triangle. La diagonale AD passe par 

les centres 0,0',0"de tous ces parallélogrammes, parce qu'elle 
coupe en leurs milieux tous les côtés parallèles à la base BC. Ap- 
pliqiïons aux points 0,0',0", des forces égales aux poids de tous 
ces parallélogrammes, la résultante de ces forces sera appliquée . 
en un point de la ligne AD. La somme de ces parallélogrammes 
est plus petite que la surface du triangle, mais elle s'en rap- 
proche de plus en plus, quand on augmente indéfiniment le 
nombre des divisions de la droite AD. Le centre de gravité de 
la somme des parallélogrammes, quel qu'en soit le nomiric 
étant situé sur la droite AD, il en résulte que le centre de graviLc 
du triangle est lui-même sur la droite AD. 

Par la même raison, le centre de gravite du triangle est situé 





D 
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sur la droite 6E (fig. 49) qui joint le sommet B au milieu du côté 

opposé ; il est donc au point de rencontre G de ces deux droites. 

Comme le centre de gravité doit se trouver 

aussi sur la troisième médiane CF, on en 

conclut que les trois médianes d'un triangle 

se rencontrent en un même point, qui est le 

centre de gravité de la surface du triangle. 

La droite DE, qui joint les milieux desdeux 
côtés BC et AC, est parallèle à AB et égale à ° pig" ao. 
la moitié de ce côté. Les triangles semblables ABG et GED don* 
nent les relations 

GD_Ep_l. 

AG""AB~2' 

rrx AG AD 
par suite, GD = -^ = -^,. 

Donc, le centre de gravité de la surface d^un triangle est situé 
aupoint de rencontre des médianes j ou bien sur une médiane quel- 
conque, au tiers de sa longueur à partir de la base. 

6t. — Imaginons qu'on ait placé aux trois sommets du trian- 
gle trois poids égaux P, et cherchons le centre de gravité de ces 
trois corps. Les deux poids égaux placés en B et en C ont pour 
résultante une force égale à leur somme 2P, appliquée au point 
D, milieu de BC. La résultante de la force 2 P appliquée en D et 
de la force P appliquée en A, est une force égale à leur somme 
et appliquée en un point de la droite AD, dont les distances aux 
points A et D sont en raison inverse des composantes, c'est-à- 
dire comme 2 est à 1 ; ce point d'application coïncidera avec le 
point G. 

Donc, le centre de gravité de la surface d'un triangle coïncide 
avec le centre de gravité de trois poids égaux placés aux trois 
i^ommets du triangle. 

Centre de greTité du oontoar d'un trlanfl^le 

5S. — Cherchons le centre de gravité de la ligne brisée qui 
forme le contour d'un triangle ABC (fig. 50). Les centres de gra- 

MÉGAN. MASCART. 4 
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Tité des trois celés da triangle sont en leurs milieux ; nous ap- 
pliquerons aux points C\ k' et B' des forces 
parallèles et de même sens, égales aux poids 
des côtés AB, BC et CA. Nous obtiendrons 
le point d'application D de la résultante 
des deux forces appliquées en B' et en C\ 
^, ç en divisant la droite C^' en deux parties 

Fig. 50. inversement proportionnelles à ces forces, 

c'est-à-dire aux côtés AB et AC ; on aura donc 

db;_ab 

DC'~AC" 

Mais la ligne A'B', qui joint les milieux des deux côtés BG et 
AC, est égale à la moitié de AB; de même A' G' égale la moitié de 
AC, de sorte qu'on a aussi 

db;_a;^ 

DC'~A'C* 

Dans le triangle A'B'C', la droite A'D divise le côté C'B' en 
deux segments proportionnels aux côtés B'A'et C'A% elle est donc 
bissectrice de Tangle A^ Le centre de gravité cherché est situé sur 
la droite A'D, puisqu'on l'obtiendra en composant les deux forces 
appliquées en A' et en D. De même, ce centre de gravité doit se 
trouver sur les bissectrices des angles B' et C'\ il est donc situé au 
point de rencontre de ces trois bissectrices, qui est le centre du 
cercle inscrit au triangle A'B'C'. 

Donc, le centre de gravité du contour d*un triangle coïncide avec 
le centre du cercle inscrit au triangle qui a pour sommets les mi- 
lieux des côtés du triangle proposé. 

54. — Pour obtenir le centre de gravité d'un contour polygo- 
nal, on appliquera au milieu de chaque côté une force égale au 
poids de ce côté, c'est-à-dire proporlionnelieàsa longueur, et l'on 
construira la résultante de toutes ces forces parallèles et de même 
sens. Le point d'application de cette résultante sera le centre de 
gravité du contour polygonal. 

De même, pour trouver le centre de gravité d'un polygone 
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quelconque, on le partagera en triangles, an moyen de diagona- 
les partant, par exemple, d un même sommet. Au centre de gra- 
vité de chaque triangle, on appliquera une Torce proportionnelle 
à sa surface, et Ton déterminera le point d*appIicalion de la ré- 
sultante de toutes tes forces parallèles et de même sens qui cor- 
respondent aux différents triangles. Nous allons appliquer celte 
méthode à deux exemples. 

Centra de i^avlté do trapèM 

ss. — Remarquons d'abord que le centre de gravité du tra- 
pèze est situé sur la ligne qui joint les milieux des deux côtés 
parallèles. En effet, formons le triangle SAB (Gg. 51), en prolon- 
geant les côtés AC, BD non parallèles du 
trapèze ABCD. La médiane SE du triangle 
SAB passe par le milieu delà droite CD paral- 
lèle à la base. Le triangle SAB est la somme 
du trapèze ABCD et du petit triangle SCD ; 
le poids de ce triangle SAB est la résul- 
tante du poids du trapèze et du poids du 
petit triangle, et son point d'application 
est situé sur la droite qui joint les points ^ e «^ ■ 

d'application des deux autres. Or, les cen- ^*Éf- si. 

très de gravité des deux triangles sont situés sur la médiane SE, 
le centre de gravité du trapèze est aussi sur cette médiane. 

Décomposons maintenant le trapèze en deux triangles par la 
diagonale AD. Le centre degravitédu triangle DAB est situé en 
sur la médiane ED, au tiers de sa longueur à partir du point E ; 
de même le centre de gravité du triangle ACD est en 0', au tiers 
lie la médiane FA. Le trapèze étant la somme des deux triangles, 
son centre de gravité est situé sur la droite 00' qui joint les 
centres de gravité des deux triangles. 

Donc, le centre de gravité d'un trapèze est situé au point de 
rencontre G de la médiane FE et de la droite 00' qui joint les' 
centres de gravité des deux triangles dans lesquels on décompose 
le trapèze. 
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se. — On peut trouver encore une autre construction plus 
simple. Prolongeons la droite 00' jusqu'à la rencontre des deux 
côtés AB et CD, prolongés s*il le faut. Le point étant situé au 
tiers delà longueur ED, est aussi situé au tiers de la longueur KL 
qui est comprise entre les mêmes parallèles AB et CD. De même, 
le point 0' étant au tiers de la longueur FA, est au tiers de la 
longueur LK, et Ton a 

KO=LO'=00'. 

Les deux triangles DAB, ACD peuvent être considérés comme 
ayant même hauteur et des bases différentes AB et CD, que nous 
désignerons par a eib\ les surfaces ou les poids de ces triangles 
sont proportionnels à leurs bases. Le point G étant le point 
d'application de la résultante de deux forces appliquées en et 
0' et proportionnelles aux surfaces des deux triangles, on a la re- 
lation 

OG_b 
(yG~a' 

En changeant la forme de cette proportion, puis ajoutant les 
numérateurs ensemble et les dénominateurs ensemble, on ob- 
tient les trois rapports égaux 

OG O'G 00' 



a-hb' 



Ajoutons successivement les termes des deux premiers rapports 
aux termes correspondants du troisième, nous obtiendrons 

00' _ 00'-hOG _ 00'-hO' G 
aH-6~ an- 26 ~ 2fl-hfc"" 

Enfin, en remplaçant 00' par OK dans le deuxième rapport, 
et par OL dans le troisième, il vient 

GK _ GL 

a-4-2fr~"2a-h6' 
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ou bien 

GK 0+2» 2^ . 
GL 2a 4- t „ ,b' 

D'autre part, les deux triangles semblables 6EK, 6FL donnent 
la relation 

GK_GE 
GL""GF 

et, en comparant cette équation à la précédente, on obtient 



GE 2 



2-f-fc 



GF" 



-r 



On en déduit la construction suivante : 

On prolonge le côté CD (Gg. 52) d'une longueur DB' égale an 
côté AB qui lui est paral- 
lèle : on prolonge de même 
hk^en sens contraire^ d'une 
longueur kC égale à CD, 
et on joint CW. Le point 
de rencontre de cette droite ^^' ^ 

et de la médiane EF est le centre de gravité du trapèze. En 
effet, les triangles semblables 6EC' et GFB' donnent la relation 




GE_EC; 
GF^'FB' 



r 



.ft 



2 



qui a été trouvée précédemment. 
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GMitn de gravité d'«a qmidrilalèr* 




Sf . — Considérons le quadrilatère ABCD (Gg. 53). Décompo- 
sons-le en deux triangles par la diagonale AC, et, par le milieu E 
de cette diagonale, menons les médianes 
EB, ËD de ces deux triangles. Le centre 
de granité du triangle ABC est situé en 0, 
au tiers de la médiane EB ; le centre de 
gravité du triangle ACD est en 0' au tiers 
de ED. Le centre de gravité du quadri- 
latère, qui est la somme des deux trian- 
gles, est situé sur la droite 00", et il par- 
tage cett« droite en deux segments GO, 
Fig. 53. GO' inversement proportionnels aux sur- 

iaces des deux triangles. Ces deux triangles ABC, ACD, ayant 
même base AC, sont entre eux comme leurs hauteurs, ou bien 
comme les segments FB et FD de l'autre diagonale du quadrila- 
tère. On doit donc avoir 

GO_FD 
GO'~FB* 

Prenons sur la diagonale DB une longueur DH égale au sè- 
ment BF et joignons EH ; cette droite EH passe par le point 6, 
car on a, par construction, les droites BD et OO' étant paral- 
lèles, 

GO_BH_FD 
GO'~DH'"FB" 

On en déduit la construction suivante : On mène les deux dia- 
gonales AC, BD du quadrilatère; on joint le milieu E de Vune 
d'elles aux deux extrémités ^ et J^ de Vautre et on mène une 
droite 00' qui coupe les deux précédentes au tiers de leur lon- 
gueur à imrlir du point E ; sur loutre diagonale DB on prend une 
longueur DH égale à BF et on joint EH ; le point de rencontre G 
des deux droites 00' et EU est le centre de gravité du quadrilatère. 
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An lieu de mener la droite 00', on pourrait encore prendre, sur 
la première diagonale, une longueur CH' égale à AF et joindre le 
point H' au milieu £' de la diagonale BD. 11 est clair que le point 
de rencontre des deux droites EH etË'H' est aussi le centre de 
gravité du quadrilatère. 

Cmmtre da gwwn/Hé d'«n prisme trlan^ofalre 

S8. — Consâdérons le prisme triangulaire ABC A^ B^C^ (fig. 54) à 
bases parallèles. Menons la médiane AD de la base ABC, divisons- 
la en un certain nombre de pai*ties égales, et» par les points de 




Fig. 54. 

division, menons des plans, tels que CB^B^C^, parallèles à la 
face latérale CBBjCj. Par les droites d'intersection C'C^ B'B\ 
de ces plans avec tes autres iaces latérales, menons des plans 
parallèles au plan A^AD ; nous formions ainsi une série de pa- 
rallélipipèdes inscrits dans le prisnoe. Le centre de gravité de 
diaque parallélipipède est situé dans le plan A^AD, qui coupe en 
leurs milieux toutes les arêtes parallèles à BC, et dans le plan 
abc mené par les milieux des arêtes latérales du prisme ; il est 
donc situé sur la médiane ad du tri»^le abc. 

La somme de ces parallélipipèdes est plus petite que le prisme, 
mais elle s'en rapproche de plus en plus quand on augmente in- 
définiment le nomlnre des divisions de la droite AD. Le centre de 
gravité de la somme des parallélipipèdes, quel qu'en soit le 



1 
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nombre, étant silué sur la médiane ad^ le centre de grayité du 
prisme sera aussi sur cette médiane. 

Par la même raison, le centre de gravité du prisme est situé 
sur les deux autres médianes be et cf du triangle abc ; il est 
donc au centre de gravité G de ce triangle. On peut remarquer 
que le point 6 est au milieu de la droite 00^, qui joint les 
centres de gravilé etO^ des deux bases ABC, A^B^C^ du prisme. 

Donc, le centre de gravité d'un prisme triangulaire coïncide 
avec le centre de gravité de la section menée par les milieux des 
arêtes latérales^ ou bien est situé au milieu de la droite qui joint 
les centres de gravité des deux bases. 



G«Btr« dm graWlé d'wi prlsaM ^attlooaqos 

so. — La même règle s applique à un prisme quelconque. 
Considérons le prisme polygonal AD^ (fig. 55) ; décomposons-le 
en prismes triangulaires en menant des 
plans diagonaux par une des arêtes AA^ et 
les différentes diagonales AC, AD d'une 
des bases. Par le milieu a d'une des arêtes 
latérales, menons un plan parallèle aux 
bases ; ce plan coupera toutes les autres 
arêtes latérales en leurs milieux, et déter- 
minera un polygone abcde égal aux poly- 
gones des bases. Le centre de gravité du 
prisme triangulaire ABCA^B^C^ coïncide 
avec le centre de gravité g du triangle abc; 
de même, les centres de gravité des autres 
prismes triangulaires coïncident avec les 
centres de gravité gty / des triangles ûcd, 
ade. Tous ces prismes triangulaires ont 
même hauteur, les yolumes sont propor* 
tionnels aux bases, ou aux triangles abc^ acd^ ade. Appliquons aux 
points j, g', g" des forces égales aux poids des diflërentsprismesj 
c'est-à-dire proportionnelles aux triangles abc, acd, ade; le 
point d'application de la résultante sera le centre de gravilé du 




Fig. 55. 
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prisme polygonal. On voit que ce point d'application coïncidera 
avec le centre de gravité 6 du polygone abcde. Le point 6 est 
encore au milieu de la droite 00^, qui joint les centres de gra- 
vité des deux bases. 

Donc^ le centre de gravité d'un prisme polygonal coïncide 
avec le centre de gravité de la section parallèle aux bases menée 
par le milieu d'une arête latérale^ ou bien est situé au milieu de 
la droite qui joint les centres de gravité des deux bases. 

On sait que le volume d'un cylindre est la limite vers laquelle 
tend le volume d'un prisme polygonal inscrit dans le cylindre, à 
mesure quon augmentele nombre des côtés de la base, en même 
temps que chacun d'eux tend vers zéro. Le théorème précédent 
s'applique toujours aux prismes inscrits; il sera vrai aussi pour 
le cylindre. 

Donc, le centre de gravité d*un cylindre est situé au milieu de 
la droite qui joint les centres de gravité des deux bases. 



Centre de §pnswïié d'une pyramide tiieninil*lr«. 

60. — Soit la pyramide triangulaire SABC (fig. 56). Joignons 
le sommet S au centre de gravité D de la face opposée ABC ; divi* 
sons la ligne SD en un certain nom- 
bre de parties égales, et, par les 
points de division D', If, D*', me- 
nons des plans parallèles à la face 
ABC. Ces plans couperont la pyra- 
mide suivant des triangles A'B'C, 
A"B"C% A'^B'^C", semblables au 
triangles ABC, et, par raison de si- a^ 
militude, les centres de gravité de 
ces divers triangles seront situés 
en ly, D", D'" sur la droite SD qui 
joint le sommet S au centre de gra- 
vite de la face ABC. Menons par les 
droites A'B', A'C% C'B', ATV.... des plans parallèles à la droite 
SD, nous formerons ainsi une série de prismes triangulaires, tels 




Fig. 56. 
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que A'B'C'AjB^C^, inscrits à la pyramide. La droite SD passe par les 
centres de gravité des bases de tous ces prismes ; le centre de 
gracile de diacua d'eux est donc situé sur la droite SD, et, par 
suite, le centre de gravité de leur somme est aussi sur cette 
droite. Or, quand on augmente indé6niroent le nombre des 
prismes, leur somme a pour limite la pyramide dle-mème; 
donc le centre de gravité de la pyramide est aussi sur la droite SD 
qui joint l'un des sommets S au centre de gravité D de la face 



Par la même raison, le centre de gravité de la pyramide se 
trouve sur la ligne AE (fig. 57), qui 
joint le sommet A au centre de gravité 
E de la face opposée, et, par suite, au 
point de rencontre G de ces deux droi* 
tes. Donc, le$ quatre lignes qui joi- 
gnent les sommets d*une pyramide 
triangulaire aiuc centres de gravité 
des faces opposées passent par un 
m>ême points qui est le centre de gra- 
vité de la pyramide. 
Le point F étant le milieu de BC, le point D se trouve sur la 
droite AF, au tiers de sa longueur à partir du point F; de même, 
le point Ë est situé au tiers de la droite FS, à partir du point F. 
Les deux droites SD et AE, étant situées dans un même plan, se 
rencontrent en un point G. JoignoiK DE; cette droite divise en 
parties proportionnelles les deux côtés SF et AF du triangle ASF; 
elle est donc parallèle à AS et égale au tiers de AS. Les deux 
triangles SAG, DEG sont semblables et donnent 




Fig. w. 



par suite. 



GD_DE_1 
GS~AS~5' 



GD=gGS=isD. 



Donc, le centre de gravité d'une pyramide trianqula.'recsi s^ 
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tué sur la droite qui joint un sommet au centre de gramté de la 
face opposée, et au quart de sa longueur à partir de cette face. 

•t. — Imafrinons qu'on ait placé aux quatre sommets de la 
pyramide quatre poids égaux P, et cherchons le centre de gra- 
vité de ces quatre corps. Les trois poids égaux appliqués en A, 
B, C ont pour résultante une force égale à leur somme 3P, ap- 
pliquée au centre de gravité D du triangle ABC. La résultante de 
la force 3P appliquée en D et de la force P appliquée en S est une 
force égale à leur somme et appliquée en un point de la droite 
SD dont les distances aux points S et D sont en raison inverse des 
composantes, c est-à-dire comme 3 est à 1 ; ce point d'applica- 
tion coïncide avec le point 6. 

Donc, le centre de gravité d'une pyramide triangulaire coin- 
Me avec le centre de gravité de quatre poids égaux placés aux 
quatre sommets de la pyramide. 

6». — On peut combiner autrement ces quatre poids égaux. 
La résultante des deux poids appliqués en C et en B est une force 
égale à 2P et appliquée au milieu F de l'arête CB ; de même, la 
résultante des deux autres poids placés en A et en S est une 
force 2P appliquée au milieu de Taréte SA. La résultante de ces 
deux forces nouvelles égales i 2P est une force égale à 4P et ap- 
pliquée au milieu de la droite qui joint le milieu de l'arête CB au 
milieu de Taréte opposée SA. Ce dernier point d'application est ' 
encore le centre de gravité de la pyramide. On en conclut que 
les droites qui joignent les milieux des arêtes opposées d'une py- 
ramide triangulaire passent par un même p(nnty qui est le milieu 
de chacune d'elles et le centre de gramté de la pyramide, 

Cmatf 4m gmHlté d'oM nmdarid» «aeleoiuiw 

•a. — Considérons la pyramide polygonale SABCDË (fig.58). 
Décomposons-la en pyramides triangulaires en menant des plans 
diagonaux par une des arêtes SA; menons par le point a, au 
quart de Parête SA à partir du point A, mi plan parallèle à la 
base. Ce plan coupera la pyramide suivant un polygone abede, 
semblable au polygone de base, et chacune des pyramides trian- 
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gulaires suivant un triangle a6c semblable & la base ABC de cett€ 

pyramide. La droite qui joint le sommet S au centre de gravité 

t du triangle ABC est coupée par le plan abc 

éau quart de sa longueur, et passe par le 
centre de gravité g du triangle abc. Ce 
point g est donc le centre de gravité de 
la pyramide triangulaire SABC. 
De même, les centres de gravité des au* 
très pyramides triangulaires SACD, SADE 
coïncident avec les centres de gravité 9% f 
des triangles aed, ade. 11 faut maintenant 
appliquer aux points g^ gf^ f^ des forces 
égales aux poids des différentes pyramides 
B triangulaires ; ces pyramides ont la même 

Fig. 58. hauteur : leurs volumes et, par suite, leurs 

poids sont proportionnels à leurs bases ABC, ACD, ADE, ou 
bien aux triangles ahc^ acd^ ade. Le point dapplication de la ré- 
sultinte de ces forces sera donc le centre de gravité 6 du polygone 
abcde. On voit aussi que, par raison de similitude, la droite SG^, 
qui joint le sommet au centre de gravité de la base, passe par 
le centre de gravité du polygone abcdCy et est coupée par le plan 
de ce polygone au quart de sa longueur, à partir de la base. 

Donc, le centre de gravité d*une pyramide quelconque coindde 
avec le centre de gravité de la section parallèle à la base menée 
au quart de la hauteur, ou bien est silué sur la droite qui joint 
le sommet de la pyramide au centre de gravité de la base^ et au 
quart de cette droite à partir de la base. 

Le volume d'un cône est la limite vers laquelle tend le volume 
d*une pyramide polygonale inscrite dans le cône, à mesure 
qu'on augmente le nombre des côtés de la base, en même temps 
que chacun d'eux tend vers zéro. Le théorème précédent s'ap- 
plique à toutes les pyramides inscrites, il est donc vrai aussi pour 
le cône. 

Donc, le centre de gravité d'un cône est situé sur la droite q\n 
joint le sommet au centre de gravité de la base^ et au tien de 
cette droite à partir de la base. 
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CS«ntr« da grairité d*OD trono de pyramide friangalaire 

«4. — '■ En coupant une pyramide triangulaire. SÂBC (fig. 59) 
par un plan parallèle à l'une des faces ABC, on détermine un 
tronc de pyramide ABCA'B'C à bases parallèles. 

La droite qui joint le sommet S au centre de gravité de la 
base ABC, passe par le centre de gravité g 

0' du triangle A'B'C, comme nous l'avons /\\ 

déjà vu. Cette droite joint donc les centres 
de gravité des deux bases du tronc de 
pyramide. La pyramide totale SABC étant 
la somme du tronc de pyramide et de la 
pyramide supérieure SA'B'C, son centre de 
gravité sera situé sur la droite qui joint le 
centre de gravité de la pyramide supérieure 
et celui du tronc de pyramide. Or, les cen- 
tres de gravité des deux pyramides étant Fig. 59. 
situés sur la droite SO, le centre de gravité du tronc de pyra- 
mide doit se trouver aussi sur la même droite. Donc déjà le centre 
de gravité du tronc de pyramide triangulaire est situé sur la 
droite qui joint les centres de gravité des deux bases. 

On peut décomposer le tronc de pyramide en trois pyramides 
triangulaires B'ABC, CA'B'C'elACA'B'. Désignons par h la hauteur 
du tronc de pyramide, et par b et V les deux bases ABC, A'B'C. 

Le centre de gravité de la pyramide B'ABC est à une distance 

de la base inférieure égale à j] de même, le centre de gravité de 
la pyramide CA'B'C est à une distance de la base supérieure 

égale a 7 . Quant au centre de gravité de la pyramide ACA'B', il est 

h 
à égale distance 5 des deux bases, puisqu'il est situé (62) au mi- 
lieu I de la droite DE qui joint les milieux des deux arêtes oppo 
sées AC, A'B' de la pyramide. On sait d'ailleurs que cette troi- 
sième pyramide ACA'B' est équivalente à une pyramide qui aurait 
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pour hauteur h et pour base une moyenne proportionnelle entre 
les deux bases b et b' du tronc de pyramide. 

Les trois pyramides qui composent le tronc de pyramide ayant 
la même hauteur, leurs Tolumes et, par suite, leurs poids sont 
proportionnels à leurs bases fr, V et ^bV . 

Désignons maintenant par x la distance du centre de gravité 
du tronc de pyramide à la base inférieure, prenons les moments 
des poids des pyramides et du tronc par rapport au plan de la 
base inférieure et appliquons le théorème du n® 46 ; ce théorème 
donne Téquation 

b^^+ V ^ -h sJW^=x{b -^-b' -^ ^W). 

Appelant y la distance du centre de gravité du tronc de pyramide 
k la base supérieure, nous aurons de môme 

6 ^ -H ft' I -t- v/'frî^l = » (fc -hfc' + V/6F). 
En divisant ces deux équations membre à membre, il reste 
x_ b'hZb' + 2^ W 

Tel est le rapport des distances du centre de gravite du tronc 
de pyramide aux deux hases, et, par suite, le rapport suivant 
lequel il faut diviser la droite 00', qui joint les centres de gravité 
des deux bases, pour obtenir le centre de gravité G du tronc de 
pyramide. 

Le théorème étant démontré pour un tronc de pyramide trian- 
gulaire, on retendra facilement à un tronc de pyramide quel- 
conque et à un tronc de cône. 

65. — De même, pour obtenir le centre de gravité d*un po- 
lyèdre quelconque, on le décomposera en un certain nombre de 
pyramides. Au centre de gravité de chaque pyramide on appli- 
quera une force égale au poids de cette pyramide, et on cher- 
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ehera le point d'application de la résultante de tontes ces forces 
parallèles et de même sens; ce point sera le centre de gravité du 
polyèdre. 
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••. — Considérons un arc de cercle ACB (fig. 60). Soit C 
le milieu de cet arc; le diamètre OC coupant cet arc en deux 
moitiés symétriques, le centre de gravité de l'arc de cercle se 
trouve sur ce diamètre en un point G; il tant déterminer la 
distance GO. Soit l la longueur de 
Tare A6 et 'p le poids de Tunité de 
longueur ; désignons par x la dis- 
tance OG. 

Divisons Tare ACB en un cerlain 
nombre de parties égales et inscri- 
vons dans Tare une ligne brisée ho- 
mogène ; par le diamètre DE paral- 
lèle à la corde AB, menons un plan 
perpendiculaire au plan du cercle 
et prenons les moments, par rapport à ce plan, des différents 
côtés de la ligne brisée. Le poids d'un côté quelconque MN est 
appliqué au milieu I de ce côté, et son moment est égal au 
produit du poids p x MN par la perpendiculaire II', c'est-à-dire 

pxMNxn'. 

Cette expression peut être transformée. Abaissons les perpen- 
diculaires MM' et NN' sur le diamètre DE, menons MH parallèle i 
ce diamètre et joignons 10. Les triangles OU' et MNH sont sem- 
blables, comme ayant leurs côtés perpendiculaires deux à deux, 
et donnent les rapports égaux 



Fig. CO. 



il'où Ton déduit 



MN_MH 
01 "" II' ' 

MNxir=OIxMH. 



Comme MH est égal à la projeclion M'N' du côté MN sur le dia- 
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mètre DE, on voit que le moment du poids de ce côté est égal à 

pxOIxM'iV, 

c'est-à-dire proportionnel au produit du rayon 01 du cercle ins- 
crit dans la ligne brisée par la projection M'N' de ce côté. L i 
somme des moments de tous les côtés de la ligne brisée est don * 
égale au produit de pxOl par la somme des projections des 
côtés sur le diamètre DE, c'est-à-dire par la projection A'B' de 
Tare. En appelant /' la longueur de la ligne brisée, a/ la distance 
de son centre de gravité au diamètre DE et a la projection de 
l'arc, on a donc 

pZV=pxOIxA'B'=paxOI, 
ou 

x' _a 
Ôi ~ V 

Supposons que le nombre des côtés de la ligne brisée aug- 
mente de plus en plus; cette ligne a pour limite Tare ÂCB et le 
rayon 01 du cercle inscrit tend vers le rayon r du cercle proposé ; 
on en conclut 

X a 

Ainsi, le centre de gravité d'un arc de cercle est situé sur le 
rayon qui divise l'arc en deux parties égales, et sa distance 
au centre est au rayon comme la corde qui sous-tend Varc est 
à la longueur de Varc. 

Pour obtenir le centre de gravité d'une demi-circonférence, il 
suffira de faire a=2r, Z=TCr, 

2r 
d'où a?=— . 

w ■ 

EXERCICES 

I. Déterminer le centime de graTïté de quatre poids ég«aux places aux som* 
mets d'un quadrilatère. 
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a. Déterminer le centre de gravité de cinq poids égaux placés sur cinq 
sommets d'un hexagone régulier. / 

3. Trouver le centre de gravité d'une sphère homogène dans laquelle on a 
creusé une cavité sphérique excentrique. 

4. Trouver le centre de gravité de la surface d'un triangle équilatéral dont 
on a enlevé un carré inscrit. 

5. Étant donnée une pyramide triangulaire SÂBG, on mène la droite GB' 
égale et parallèl^ à SB, puis la droite B'A' égale et parallèle à SA. Démontrer 
que le centre de gravité de la pyramide est situé sur la droite SA', au quart du 
sa longueur à partir du point S. 

6. Démontrer que le centre de gravité d'un secteur de cercle homogène 
coïncide avec le centre de gravité de Tare dont le rayon est égal aux deux 
tiers du rayon du secteur. 

7. Trouver le centre de gravité du segment qui correspond à un angle de 60*. 

8. Démontrer que le centre de gravité d'une zone sphérique est situé au 
milieu de la hauteur de la zone. 

9. Trouver le centre de gravité d'un demi-cercle dont on enlève le carré 
inscrit. 

CHAPITRE V 

COMPOSITION D'UN SYSTÈME QUELCONQUE DE FORCES APPLIQUÉES 
A UN CORPS SOLIDE 

69. — Jusqu'ici nous n'avons composé que les forces concou- 
rantes et les forces parallèles. 11 nous reste maintenant à consi- 
dérer le cas où un corps solide est soumis à un ensemble de 
forces quelconques, à chercher quelles sont les forces les plus 
simples auxquelles on peut les ramener, et quelles sont les con- 
ditions nécessaires pour que ces forces se fassent équilibre. 

On dit qu'un corps solide est libre lorsqu'il peut prendre dans 
l'espace tous les mouvements possibles. Une force quelconque 
appliquée à un corps solide libre lui imprime toujours un certain 
mouvement. 

Un corps solide est dit gêné lorsqu'il ne peut pas se déplacer 
dans toutes les directions. Il peut arriver qu'une force appliquée 
à un corps solide gêné ne donne lieu à aucun mouvement. 

68. — Imaginons, par exemple, qu'on fixe un point A 
(fig. 61) d'un corps solide; ce corps est gêné, il ne peut plus 
que tourner autour du point A. Appliquons maintenant une force 
F en un point M de ce corps en repos Si la direction de la force 
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F passe par le point A^ on peat transporter la force au point A, 
alors celte force sera détruite par la résistance du point fixe, et 





le corps restera au repos. Si, au contraire, la direction de la 
force, F' par exemple, ne passe pas par le point 6xe, le corps 
tournera évidemment autour de ce point. 

Quand on fixe deux points A et B d'un corps solide (Gg. 62), 
ce corps ne peut que tourner autour de Taxe AB. Appliquons 
une force F en un point M du corps solide en repos. Si la direc- 
tion de cette force rencontre Taxe en un point C, on pourra 
transporter son point d'application en C, et alors la force sera 
détruite par la fixité de l'axe AB. Si, comme la force F', elle 
est parallèle à l'axe AB, il est clair qu'elle ne ferapns tourner le 
corps solide autour de Taxe, parce qu'il n'y a pas de raison 
pour que le mouvement ait lieu dans un sens plutôt que dans 
l'autre. Cette force F' tend uniquement à faire glisser le corps le 
long de Taxe, et, comme ce mouvement est impossible, il en ré- 
sulte que le corps restera en repos. Dans les deux cas, la force est 
dans un même plan avec l'axe fixe AB. 

Enfin, si la force n'est pas parallèle à l'axe et si elle ne le ren- 
contre pas, c'est-à-dire si elle n'est pas située dans un même plan 
avec Taxe, elle fera tourner le corps solide autour de Taxe fixe 
dans un certain sens. 

Équilibre de danx rorceir 

•0. — Nous pouvons montrer maintenant que si deux forces 
appliquées à un corps solide libre se font équilibre, ces deux 
forces sont égales et directement opposées. En effet, soient A et 
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B (fig. 65) les points d'application des deux forces F et F% et 
supposons que ces forces se font équilibre. Le corps, étant en 
repos, restera au repos sous l'ac- 
tion des deux forces, puisque leur 
résultante est nulle. Nous ne trou- 
blerons pas le repos en fixant un 
point du corps solide, par exem- Fig. 63. 

pie le point A; alors la force F est détruite par la résistance de ce 
point. Pour que le corps reste au repos, il faut que la force F' 
passe aussi par le point A, et, par suite, qu^elIe soit dirigée sui- 
vant la droite AB. De même, en fixant le point B, on verrait 
que la force F doit être dirigée suivant la droite BA. Rendons 
maintenant le corps libre, les deux forces F et F% étant appliquées 
aux extrémités d'une même droite AB et parallèles à cette droite, 
ne peuvent se faire équilibre que si elles sont égales et opposées. 

ÉqnlUkra 4* trois forças 

YO. Supposons que trois forces F. F\ F* (6g. 64), appliquées 
en trois points A, B, C d*un corps solide libre se fassent équi- 
libre : cherchons h quelles conditions 
elles doivent satisfaire. 

Le corps, étant au repos, restera au 
repos sous l'action des forces ; l'équili- 
bre ne sera pas troublé si nous fixons 
le point d'application A de la force F et 
uu point quelconque D de la direction 
de la force F'. Les forces F et F' seront 
détruites par les points fixes A et D, et 
ce corps ne pourra plus que tourner au- *^* ^* 

tour de la droite AD. Pour que l'équilibre subsiste, il est néces- 
saire que la force F" soit dans un même plan avec la droite AD. 
En fixant le point A et un autre point D' de la direction de la 
force F', on verrait, par le môme raisonnement, que la force F" 
doil être située dans un même plan avec la droite AD'. Cette 
force F" sera donc située dans le plan ADD', qui contient la 
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force F'; par suite, les deux forces F' et P sont situées dans un 
même plan passant par le plan d'application A de la force F. Mais 
le point A est un point quelconque de la direction de la force F, 
il en résulte que les trois forces F, F', F'' sont dans un même 
plan. Donc, potir que trois forces appliquées à un coites solide 
libre se fassent équilibre^ il faut d'abord qu^elUs soient situées 
dans un même plan. 

Si ces trois forces sont parallèles, deux d'entre elles au moins, 
F et F' par exemple, agissent dans le même sens; elles admet- 
tent une résultante R égale à leur somme; pour que l'équilibre 
subsiste, il faut que la troisième force F'' soit égale et directe- 
ment opposée à la résultante R des deux premières. 

Si ces trois forces ne sont pas parallèles, deux d'entre elles 
au moins, F et F', se rencontrent en un point ; on peut les 
transporter toutes les deux en ce point et les remplacer par leur 
résultante R. Pour que l'équilibre subsiste, il Taut que la troi- 
sième force F'' soit égale et directement opposée à la résultante R; 
la direction de la force F'' passera donc aussi par le point 0. 

Donc, pour que trois forces appliquées à un corps solide libre 
se fassent équilibi'e^ il faut qu'elles soient dans un même plan^ 
et que Vune quelconque d'entre elles soit égale et directement op- 
posée à la résultante des deux autres. 

Cas où d«u foroMi n'adirttoat pas àm résoltoate aalqaa 

'st.^l\rès[}liedelkquesideuxforces¥et¥'{6g.6h)^appliquées 
à un corps solide^ ne sont pas situées dans 
un même plan^ elles n'admettent pas de 
résultante unique. 

En effet, supposons qu'elles aient une 
résultante unique R appliquée au point C. 
Appliquons en ce point C une force — R 
égale et de sens contraire. La force — R 
fait équilibre à la force R et, par suite, aux 
deux forces proposées F et F'. Les trois 
orces — R, F et F', se faisant équilibre sur un corps solide libre, 
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seraient situées dans un même plan, ce qui est impossible, 
puisque les deux forces F et F' ne sont pas dans un même plan. 

f t. — Nous pouvons montrer maintenant que deux forces, 
F et — Ft égales, parallèles et de sens contraires (fig. 66), mais 
non directement opposées, n'ont pas de résultante unique. Si 
ces deux forces admettent une résultante 
R, une force — B, égale et directement 
opposée à la résultante R, fera équilibre 
aux deux forces proposées F et — F. Les 
trois forces F, — F et — R, se faisant 
équilibre, sont situées dan^ un même 
plan ; par suite, la résultante R des forces 
—F et F est située dans le plan de ces 
deux forces. 

Supposons d'abord que cette résultante 
R soit parallèle aux deux forces proposées, 
et appliquée en un point C ; une force — R, égale et de sens 
contraire, fera équilibre aux deux forces F et — F. Mais les 
deux forces parallèles et de même sens — R et — F admettent 
une résultante unique R', égale à leur 
somme — (R -f- F) ; cette résultante, com- 
posée aTec la force F , différente et pa- 
rallèle, donnera une résultante — R qui 
n'est pas nulle; il n'y a donc pas équili- 
bre. 

En second lieu, si la résultante R 
(fig. 67) n'est pas parallèle aux forces 
proposées, la force — R égale et contraire 
leur fait encore équilibre. Les deux for- 
ces —R et F, n'étant pas parallèles, se rencontrent en un point D; 
elles admettent une résultante R' qui n'est pas parallèle à la 
force F et, par suite, rencontre la force —F en un point E. Ces 
deux forces R' et — F ont encore une résultante qui n'est pas 
nulle, Téquilibre ne peut donc pas avoir lieu. 

Uss deux forces F et ~F forment un couple; il en résulte 
qu'un couple ne peut pas être remplacé par une force unique. 
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«S. — Nous allons montrer d'abord qu'un systèfne quelconque 
de forces F, P, F".,, (fig. 68), appliquées en différents points 
M, M', M"... d'un corps solide^ peut être 
remplacé par trois forces appliquées en 
trois points arbitrairement choisis. 

Prenons à volonté, dans le corps solide, 
trois points A, B, C non en ligne droite ; 
considérons d'abord une force F non située 
dans le plan ABC, et appliquée en un 
point M en dehors de ce plan. Joignons 
le point M aux trois points A, B, C; nous pouvons décomposer 
la force F en trois autres dirigées suivant les trois droites MA, 
MB, MC; il suffit pour cela de construire le parallélipipède qui a 
pour diagonale la force F et dont les arêtes sont dirigées sui- 
vant ces trois droites. Nous pouvons ensuite appliquer Tune des 
composantes au point A, la seconde au point B, et la troisième au 
point C. 

Si la force F, n'étant pas située dans le plan ABC, est appli- 
quée en un point de ce plan, il suffit de la transporter en un point 
quelconque de sa direction, en deiiors du plan ABC, et la même 
décomposition sera possible. 

Enfin, si la force F est située dans le plan ABC, il y a une 
infinité de manières de la remplacer par trois autres appliquées 
aux trois points A, B et C On pourra, par exemple, la décom- 
poser en deux forces appliquées à deux des points A et B, et con- 
sidérer la troisième composante comme nulle. 

On décomposera de même chacune des autres forces F', F*'... 
en trois autres appliquées aux Irois points A, B et C. Toutes les 
forces appliquées au point A admettent une résultante uniqueR; 
on a, de même, une résultante R' au point B, et une résul- 
tante R" au point C. On a donc remplacé toutes les forces par 
trois autres R, R' et R" (fig. 69), appliquées en trois points A, B 
et C choisis arbitrairement dans l'intérieur du corps solide. 
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*4. — Nous pouvons encore réduire ces trois forces à deux 
seulement. Menons un plan par la force R' et le point A, un 
second plan par la force R" et le point A ; ces deux plans se 
coupent suiyant une droite AD. Ckoisissons sur cette droite un 
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point quelconque A'. La force R', étant située dans le premier 
plan, peut être décomposée en deux autres dirigées suivant les 
droites AB et A'B, et nous pouvons appliquer ces deux compo- 
santes aux deux points A et M. De même, la force R", située 
dans le second plan, peut être aussi décomposée en deux autres 
appliquées aux deux mêmes points A et A'. Si les deux forces R' 
et R'' étaient dans un même plan passant par le point A, on pren- 
drait dans ce plan un point quelconque A' et Ton ferait la décom- 
position des deux forces R' et R'' de la même manière. 

Finalement, il reste trois forces appliquées en A, que nous 
remplacerons par leur résultante R^ et deux forces appliquées 
en A', que nous remplacerons également par leur résultante R^. 
Le système des forces proposées 
est donc ramené aux deux forces 
Rj et R,. 

95. — On peut ainsi ramener 
un sy.^tème quelconque dj forces 
à deux autres d'une infinité dé 
inanières différentes. 

Conservons, par exemple, les 
doux points d'application A et A' 
(fig. 70); nous pouvons appliquer aux deux exlrémités de la 
droile AA' deux forces quelconques, F et — F, égales et opposées. 
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Les deux forces R^ et F, appliquées au point A, ont une résul- 
tante R\, les deux forces R, et — F ont une résultante R',. Les 
deux forces R^ et R, peuvent donc être remplacées par; les deux 
forces R'^ et R'^ appliquées aux mêmes points A et A'. Le point A 
a été choisi arbitrairement dans Tintérieur du corps solide, ou 
bien il est supposé lié au corps solide d'une manière invariable ; 
ce point A une fois choisi, le point A' a été pris arbitrairement 
sur la droite AD. Remarquons en outre que la force R', est tou- 
jours dans le plan qui passe par le point A et la force R,; comme 
on peut lui donner dans ce plan une direction quelconque, en 
choisissant convenablement la force — F, et transporter en- 
suite cette force R'^ en un point quelconque de sa direction, on 
voit qu*on pourra l'appliquer en un point quelconque du plan 
AA'R,. 

Donc, en général, un système quelconque de forces appliquées 
à un corps solide libre peut être remplacé par deux résultantes^ 
Vune appliquée en un point quelconque^ Vautre située dans un 
plan déterminé passant par ce points et appliquée en un point 
quelconque de ce plan. 

»6. — Ces deux résultantes R^ et R^, auxquelles on ramène le 
système des forces proposées, ne sont pas en général dans un 
même plan, elles n'admettent pas alors de résultante unique. Par 
suite, le système des forces proposées ne peut pas être remplacé 
par une force unique. 

Quand les deux résultantes R^ et R^ sont situées dans un même 
plan, il peut se présenter plusieurs cas. Si ces deux forces ne 
sont pas parallèles, leurs directions se rencontrent en un point; 
elles admettent une résultante unique passant par ce point. Si 
les deux résultantes R^ et Résout parallèles, sans être égales et de 
srns contraires , elles admettent encore une résultante unique. 

Si elles sont parallèles, égalés et de sens contraires, sans être 
directement opposées, elles forment un couple et, par consé- 
quent, n'ont pas de résultante unique. 

Enfin, si elles sont égales et directement opposées , elles ont 
une résultante nulle. Par suite, le système des forces proposées 
se fait équilibre. 
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GoDdltioiis d'éipiiltbre d'oa corps «oUd« 

99. — Nous pouvons maintenant établir les conditions d'équi- 
libre d'un corps solide soumis à un système quelconque de 
forces. 

Si le corps solide est libre, nous ramènerons toutes les forces 
à deux autres; pour que l'équilibre existe j il faut que ces deux 
résullantes soient égales et opposées. 

Donc, pour qu^un système quelconque de forces appliquées à 
un corps solide libre soit en équilibre^ il faut que les deux résul- 
tantes auxquelles on ramène le système soient égales et directe- 
ment opposées. 

Si le corps solide a un point fixe A (fig. 71) autour duquel il 
puisse tourner, nous choisirons ce a ^ 

point pour point d'application d'une 1 

des résultantes R.. Cette résultante /] \ 

Rj sera détruite par la résistance du [À y ^* ^ 

point fixe, et le corps restera soumis /xJ ^^ 

à la force R, appliquée en un autre yi^ L 

point B. Pour que l'équilibre existe, Fig. 7i. 

nous savons que cette force R, doit passer par le point A (68). 

Les deux forces R^ et R,, étant appliquées au point A, ont une 

résultante Q appliquée aussi en ce point. 

Donc, pour quun système de forces^ appliquées à un corps 
solide qui a un point fixe, soit en équilibre , il faut que les 
forces proposées admettent une résultante unique passant par le 
point fixe. 

La résultante unique Q mesure la pression que supporte le 
point fixe. On peut rendre le corps solide libre à condition d'ap- 
pliquer au point A une force — Q égale et contraire à la résul- 
tante Q dea forces proposées , et l'équilibre ne cessera pas 
d'exister. Cette force — Q est la réaction du point fixe. 

98. — Si le corps solide aun axe fixe, on peut prendre un point 
de Taxe pour point d'application de Tune des résultantes R^. 
Cette résultante sera détruite par la résistance de l'axe, et, pour 
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que l'équilibre existe, il faut que la résultante R, soit dans un 
même plan avec l'axe. 

Donc, pour qu'un système de forces, appliquées à un corps so^ 
Me qui a un axe fixe^ soit en équilibre, il faut que ces forces 
puissent se réduire à deux résultantes, Vune appliquée enunpoint 
de Vaxe fixe, Vautre située dans un même plan avec cet axe. 

»•. — Quand un corps solide a deux points fixes, A et A' 

(fig. 72), il se comporte comme s'il avait un axe fixe AA'. Dans ce 

cas, si les forces qui sollicitent le corps 

solide sont en équilibre, on peut choisir 

les deux points fixes A et A' pour points 

d'application des deux résultantes R^ 

et R,. Ces deux résultantes mesurent 

les pressions que supportent les deux 

points fixes A et A' ; les deux forces 

Fig. 73. — R^ et — R, égales et contraires à 

ces dçux résultantes, sont les réactions des points fixes. 

Mais on a vu (75) que, sans changer les points d'applica- 
tion A et A' des deux résultantes d'un système de forces, on 
peut changer ces deux résultantes d'une infinité de manières diffé- 
rentes. Il semble donc que les pressions supportées par les deux 
points fixes A et A' soient indéterminées. Cette indétermination 
tient à Thypothèse que nous avons faite sur les corps solides. 
En réalité, quand un xîorps solide ayant deux points fixes est 
sollicité par des forces qui se font équilibre, les pressions sup- 
portées parles deux points fixes sont déterminées ; elles résultent 
de la constitution moléculaire du corps. 

Éqnillbr* d'an corps soUde appuyé conice vue snrltaoe 

60. — Lorsque plusieurs forces agissent sur un corps solide 
qui est appuyé par un point sur une surface fixe et parfaitement 
polie, la surface, comme nous l'avons vu (25), exerce sur le 
corps solide une réaction appliquée au point d'appui, normale à 
la surface et dirigée dans un certain sens. Pour que l'équi- 
libre existe, il faut que les forces proposées admettent une résul- 
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tante unique directement opposée à la réaction normale de la 
surface. 

Donc, quand un corps solide, appuyé par un point sur une 
surface fixe, est sollicité par plusieurs forces, il faut, pour que 
V équilibre existe, que ces forces admettent une résultafUe unique, 
passant par le point d^ appui, normale à la surface et appuyant le 
corps contre la surface. 

Cette résultante est la pression supportée par le point d'appui, 
elle est égale et contraire à la réaction de la surface. 

Si le corps est appuyé sur la surface par plusieurs points, il 
faut, pour l'équilibre, que les réactions normales de la surface 
aux différents points de contact puissent faire équilibre aux 
forces proposées. 

81. — Considérons, par exemple, un corps solide pesant placé 
sur un plan horizontal. 

Si le corps solide, comme un boulet sphérique, ne touche le 
plan horizontal qu'en un point (fig. 73), ce corps est soumis à 
deux forces, son poids P appliqué au centre 
de gravité G, et la réaction normale N du 
plan, appliquée au point de contact A. 
Pour que l'équilibre existe, il faut que ces 
deux forces soient égales et opposées ; par 
conséquent, la verticale menée par le cen- 
tre de gravité du corps doit passer au point de contact du 
corps solide et du plan. Dans ce cas, la réaction N du plan est 
égale au poids du corps. 

8t. — Nous pouvons, à ce propos, distinguer différentes sortes 
d'équilibre. Si le boulet est homogène, comme nous l'avons sup- 
posé, et qu'on le fasse rouler sur le plan d'une certaine quantité 
de manière à changer le point d'appui, il restera en équilibre. 

Le corps étant en équilibre dans toutes les positions possi- 
bles, on dit que l'équilibre est indifférent. 

On dit que l'équilibre est stable, lorsque le corps, dérangé 
très-peu de sa position d'équilibre, tend à y revenir. 

Si le corps, au contraire, une fois dérangé de sa position 
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d'équilibre, fend à s'en éloigner davantage, on dit que l'équili- 
bre est instable. 

Considérons, par exemple, une sphère hétérogène» dont le 
centre de gravité G (fig. 74) n'est pas situé au centre de figure 0, 

et plaçons cette sphère sur 
un plan horizontal. La con- 
dition d'équilibre est que la 
verticale passant par le cen- 
tre de gravité du corps passe 
aussi par le point d'appui ; 
le rayon qui passe par le centre de gravité doit donc être vertical* 
Si le centre de gravité, comme dans la figure 74, est situé 
au-dessous du centre de figure, et qu'on dérange un peu la 
sphère de sa position d'équilibre, le centre de gravité s'élèvera 
un peu et viendra en G^ Il est clair que le poids P de la sphère 

appliqué en G' et la réac- 
tion N du plan agissant en 
A' feront tourner la sphère 
pour la ramener vers sa 
position d'équilibre: l'é- 
quilibre est stable. 
Si, au contraire, le centre de gravité G de la sphère est au- 
dessus du centre de figure (fig. 75) et qu'on donne à la sphère 
un petit déplacement, le centre de gravité, s'abaissant un peu, 
viendra au point G', Le poids P de la sphère appliqué en G' et 
la réaction N du plan agis3ant en A' tendront évidemment à faire 
tourner la sphère pour l'écarter davantage de sa position d'équi- 
libre. Dans ce cas, l'équilibre est instable. 

8S. — Lorsque le corps solide est appuyé par deux points A 
et B (fig. 76), le plan exerce sur le 
corps deux réactions normales N et N' 
appliquées aux points de contact A et B. 
Pour que l'équilibre existe, il faut que 
la résultante des deux réactions N et N' 
soit égale et opposée au poids du corps. 
Comme ces réactions sont parallèles et 
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de même sens, la résultante est égale à leur somme N+N' et 
appliquée en un point de la ligne AB. Il faut donc que la verticale 
menée par le centre de gravité du corps coupe le plan en un 
point 0, situé sur la ligne qui joint les deux points de contact et 
entre ces deux points. On peut, connaissant le point 0, calculer 
les pressions exercées par le corps sur le plan; il suffit de dé- 
composer la force P en deux autres, parallèles et de même sens, 
appliquées aux points A et B. On a, en effet, les équations 

BO~AO""AB' 

qui permettent de déterminer Net N'. 

84. — Si le corps solide est appuyé par trois points A, B et C 
(fig. 77), le plan exerce sur le corps trois réactions normales 
N, N', N", appliquées aux trois points de contact; pour que l'équi- 
libre existe, il faut que leur résultante 
N -t-N' -+- N" soit égale et contraire au poids 
du corps. Les trois réactions normales étant 
de même sens, leur résultante est appli- 
quée en un point de triangle ABC. Donc 
la verticale passant par le centre de gravité 
du corps doit couper le plan en un point 0, 
situé dans Tintérieur du triangle ABC. Pour 
déterminer les réactions N, N', N", on dé- 
composera la force P appliquée en 0, en trois autres appliquées 
aux points A, Bet C. On aura alors, comme nous l'avons \u (41), 

N _ F _ N^^ _ P 
OBC~OAG~OAB""ABC' 

88. — Si le nombre des points d*appui est plus grand que trois, 
on formera un polygone convexe ayant pour sommets certains 
points d appui et renfermant tous les autres. Pour qu'il y ait 
équilibre, il faut que la verticale passant par le centre de gra- 
vité du corps coupe le plan dans Tintérieur de ce polygone ; car, 
les réactions étant de même sens^, leur résultante est appliquée 
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en on point situé dans Tintérieur du polygone qui renferme tous 
les points d'appui. Pour déterminer les réactions du plan, il fau- 
drait décomposer le poids du corps en plus de trois autres forces 
parallèles appliquées aux différents points d*appui ; le problème 
admet une infinité de solutions. 

8€. Considérons, par exemple, un corps appuyé par les quatre 
points A, B, C,D, (fig. 78), et soit le pointoù la verticale me- 
née par le centre de gravité du corps rencontre le plan. Décom- 
posons d'abord la force P appliquée en en 
deux, Tune P' appliquée à l'un des sommets 
A, l'autre P^, appliquée en un point E choisi 
arbitrairement sur le prolongement de AO, 
dans l'intérieur du triangle BCD. Celte force P, 
pourra ensuite être décomposée en trois autres 
Kig.78. appliquées aux points B, C et D ; comme la 

position du point E est arbitraire, on voit que la décomposition 
peut se faire d'une infinité de manières. Il est à remarquer ce- 
pendant qu*on ne peut pas donner à l'une des composantes une 
valeur quelconque, parce qu'elles doivent agir toutes dans le 
même sens. Pour que la composante F soit de même sens que 
la force P, il faut que le point E soit situé sur le prolongement 
de AO ; etypour que' les trois composantes appliquées en B, C et 
D soient aussi de même sens, il faut que le point E soit dans l'in- 
térieur du triangle BCD. On ne peut donc choisir le point E qu'en- 
tre les deux points et F. On a d'ailleurs 

F P ,, , p, p OE 
OÊ = ÂE^ dou P'=P.jÊ- 

La composante P est nécessairement comprise entre zéro 

OF 
et P, jTî. On trouverait de même que les autres composantes sont 

comprises entre certaines limites. 

Malgré cette restriction, le problème est encore indéterminé; 
il est évident d'ailleurs que, dans la nature, quand un corps re- 
pose sur un plan par quatre points, la pression en chaque point 
a une valeur bien définie. Cette contradiction tient encore à Thy- 
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pothèse des corps parfaitement solides. En réalité, il y a une dé- 
formation du corps et du plan aux points de contact, et la 
pression en chaque point dépend dé la constitution moléculaire 
des corps. 

EXERCICES 

1. Remplacer une force par deux forces égales entre elles appliquées en deux 
points situés dans un même plan avec la force proposée. — Cas où le problème 
est impossible. 

2. Démontrer qu^une force quelconque peut être remplacée par une autre, 
appliquée en un point choisi arbitrairement, et un couple. 

3. Démontrer qu'un système de forces quelconques appliquées à un corps 
solide peut être remplacé par une force unique et un couple. 

4. Démontrer que Ton peut transporter un couple parallèlement à lui-même 
dans une position quelconque. 

5. Démontrer que l'on peut remplacer un couple par un autre couple quel- 
conque de même moment (page 44, exercice 2) et situé dans un plan parallèle 
au plan du couple proposé. 

6. Deux couples peuvent être remplacés par un couple unique. 

7. Une droite pesante AB est appuyée sur ses deux extrémités. £n quel point 
de cette droite faut-il appliquer une force verticale égale à son poids pour que 
les pressions sur les deux points d'appui soient dans le rapport de 1 à 'i ? 

8. Un cercle pesant situé dans un plan vertical est appuyé sur deux droites 
qui se coupent. Déterminer les pressions sur les points de contact 



CHAPITRE VI 

DES MACHINES 

8». — Les diverses machines employées dans l'industrie ont 
pour but en général de vaincre certaines résistances, comme 
d'élever des fardeaux, de comprimer ou de broyer les corps, de 
couper ou de percer les bois, les métaux, etc. Dans le premier 
cas, la résistance à vaincre est la pesanteur; dans les autres, 
c'est la cohésion moléculaire. 

Les forces dont on dispose n'ont pas en général la direction 
et l'intensité nécessaires pour qu'on puisse les appliquer direc- 
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tement aux résistances que Ton veut vaincre. On applique alors 
ces forces à des corps intermédiaires dont le mouvement est gêné, 
qui ne peuvent, par exemple, se déplacer qu'autour d'un point 
fixe, ou d'une droite fixe, lesquels agissent à leur tour sur les 
résistances à vaincre. C'est ainsi qu'à l'aide des roues hydrauli- 
ques on emploie la chute d'un cours d'eau à broyer le blé, et 
qu'à Taide des locomotives on utilise la tension de la vapeui 
d'eau pour traîner les wagons ; ces corps dont le mouvement est 
gêné sont des machines. En les considérant de ce point de vue, 
on définit ordinairement les machines : des instruments des- 
tinés à transmettre V action des forces. 

Au lieu de considérer une machine en mouvement, on peut 
envisager d*abord le cas plus simple où elle reste en repos sous 
l'action des forces qui lui sont appliquées et des résistances 
qu'elle doit vaincre. Alors les forces appliquées et les résistances 
peuvent être remplacées par des résultantes qui sont incapables 
de produire le mouvement de la machine. Nous considérerons 
d'abord les machines ainsi en équilibre, et nous n'examinerons 
que les plus simples. 



Inoliné 

88. — Le plan incliné est destiné surtout à l'élévation des 
fardeaux. Considérons un corps solide M 
(fig. 79) placé^ sur iin plan incliné AB 
parfaitement poli, et désignons par a 
Tangle de ce plan avec le plan horizontal* 
Ce corps est soumis à son poids P appli- 
qué au centre de gravité G; supposons 
Fig. 79. en outre qu'il est soumis à une autre 

force F, et cherchons à quelles conditions doit satisfaire la 
force F pour que le corps reste au repos. 

Pour que Téquilibre existe, il faut, comme nous l'avons 
vu (80), que les deux forces F et P admettent une résulfanle 
unique, normale au plan, et pressant le corps contre le plan. 
Tics deux forces doivent donc se rencontrer en un point ; nous 
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pouvons les appliquer toutes les deux en ce point. En second 
lieu, la force F doit être située dans le plan qui passe par la ver- 
ticale OD et par la droite OE normale au plan ; c*est le plan ver- 
tical mené par le centre de gravité 6 du corps, et la ligne de 
plus grande pente AB du plan incliné : nous Tavons pris pour 
plan de figure. 

Soit OD le poids du corps; menons par le point D une 
droite DE parallèle à la direction OH de la force F, jusqu'à la ren- 
contre de la normale OE ; menons de même EH parallèle à OD. 
OH représentera l'intensité de la force qu'il faut appliquer dans 
cette direction pour que l'équilibre existe. La résultante OEou N 
est la force avec laquelle le corps est pressé contre le plan ; elle 
est égale et opposée à la réaction normale du plan N^ 

89. — On peut se proposer de calculer la force F et la pression 
N que supporte le plan, quand on se donne l'angle 9 que fait la 
force avec la normale au plan, menée vers la partie supérieure. 

Le triangle OHE donne 

OH_F _ sinOEH _sina 

HE'"P~sinUOE "sinç' 
OE _ N _ sinOHE _ sin(y — g) 
EH~P~sinHOE — sinç ' 

On en déduit 

p_psina jj_p 8ip(y — ft) ^ 
sin f ' sin 9 * 

On voit d'abord que l'angle ç ne peut pas être plus petit que a, 
car alors la force N serait négative, la résultante des deux forces 
P et F ne serait pas dirigée vers le plan, et l'équilibre serait im- 
possible. 

Lorsque <p = ût, la force F est verticale et égale au poids du 
corps ; la pression sur le plan est nulle, ce qui était évident à 
priori. 

MF 

Quand on fait varier ran^jlc ç de a à ç, la force F diminue, et, 

véCA:t. MAfCÀRT. G 
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si l'on 89 = ^, il en résulte 

N=P-Af 1^ 



F=Psina, 



Pcosa* 



sin 



2 



La force F est alor» minimum. On voit que, pour maintenir un 
corps sur un plan incliné avec b plus petite force possible, il 
faut que la force soit parallèle au plan incliné ; cette force est 
égale à F sin a, elle est donc d'autant plus grande que l'angle a 
est plus grand. 

On a aussi 



BC = ABsina, 



ce qui donne la relation 



F 
P' 



BC 
'ÂB' 



Les longueurs BC et AB s'appellent la hauteur et la longueur du 
plan incliné. On voit donc que, dans ce 
cas, la force F est au poids du corps 
comme la hauteur du plan, incliné est à 
sa longueur. 

•o. — Si l'angle ç (fig. 80) est plus 

grand que 5, la force F est dirigée vers 

le plan. 




Pif. 80. 



Quand Tangle 9 est égal à ^ -h a, la force F est horizontale, 

et roii a 

bina 



F=P 



On a aussi 



sin ^Î-Haj 

BGssAC.tanga 



=Planga. 
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d'où l'on dédait 

F_BC 

En appelant base du plan incliné la« longueur AG, on voit 
que la foire F est au poids du corps comme la hauteur du plan 
incliné est à sa base. 

Quand Tangle ^ est compris entre a etic — a, siuf est plus 
grand que sin a, et la force F est plus petite que le poids du 
corps* 

Quand Tangle 9 est compris entre « — a et ic, la torce F est 
plus grande que le poids P ; cette force tend vers Tinfini à me- 
sure que Tangle 9 se rapproche indéfiniment de is^ c'est-à-dire 
que la force se rapproche de la normale au plan. 

Enfin, Téquilibre est impossible si f>'K. L'équilibre ne peut 
donc avoir lieu que si la force est dirigée dans Tangle D^OE. 

LMTtor 

Oi. — On appelle levier en général un corps solide assujetti i 
se mouvoir autour d'un point fixe. Pour que plusieurs forces ap- 
pliquées à un levier se fassent équilibre, il faut qu'elles admet* 
tent une résultante unique passant par le point fixe (77). Ce 
point fixe s'appelle généralement point d'appui. La résultante des 
forces qui sont appliquées au levier est la pression supportée 
par le point d'appui; elle est égale et opposée à la réaction de ce 
point. 

•t. — Considérons seulement le cas où le levier est soumis 
à deux forces P et Q (fig. 81), 
appliquées aux deux points A 
et B. Pour que ces deux forces 
aient une résultante unique 
passant par le point fixe 0, il 
faut d'abord qu'elles soient si- 
tuées dans un même plan, et 
qu'en oulre ce plan passe par ng. si. 

le point fixe 0; nous le prendrons pour plan de figure. 
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Abaissons du point des perpendiculaires OC et OD sur les 
directions des forces P et Q, et désignons ces perpendiculaires 
parp et 9; les valeurs absolues des moments des forces P et Q 
par rapport au point sont Pp et Qg, et ces moments sont de 
signes contraires. Puisque la résultante doit passer par le point 0, 
son moment par rapport à ce point est nul ; par suite (27), les 
composantes P et Q ont des moments égaux, et elles tendent à 
faire tourner le corps en sens contraires. On a donc 

Vp=Qq. 

Réciproquement, si cette condition est remplie, le moment 
de la résultante est nul ; par suite, cette résultante est nulle ou 
elle passe par le point : il y a donc équilibre. 

Ainsi, pour que deux forces se fassent équilibre sur im levier^ 
U faut : 1* que ces deux forces soient dans un même plan avec le 
point d'appui; 2"" que leurs moments par rapport au point d'ap- 
pui soient égaux et de signes contraires. 

Les perpendiculaires p et 9 abaissées du point d'appui sur la 
direction des forces s'appellent les bras du levier. De Téquation 
précédente on tire 

Donc les deux forces sont entre elles en raison inverse de leurs 
bras de levier. 

03. — On peut se proposer de déterminer la pression qui 
s'exerce sur le point d'appui. Pour cela il faut construire la ré* 
Bultante R des deux forces P et Q et transporter son point d'ap- 
plication au point 0. On remarque alors que si Ton veut décom- 
poser cette résultante R en deux forces parallèles aux forces pro* 
posées P et Q, les composantes P' et Q' seront précisément égales 
à P et à 0. 

Donc, la pression que supporte le point d'appui est la même 
que si les forces ? etQ étaient transportées en ce point parallèle- 
ment à elles-mêmes. 
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•4. — Si les forces P et Q (fig. 82) sont parallèles et de 
même sens, on peut mener par le point d'appui une droite DE 
perpendiculaire commune sur leurs directions, et les forces P 
et Q seront entre elles en raison inverse des segments OË et OD 




r 



Fig. 82. Fig. 83. 

de cette droite. La pression supportée par le point est égale à 
la somme P + Q des forces proposées. Quand le levier est recti* 
ligne, les longueurs OE et OD sont proportionnelles à OA et OB, 
les forces P et Q sont donc eu raison inverse des distances OA et 
OB de leurs points d'application au point d*appui. 

Si les forces P et Q (fig. 83) sont parallèles et de sens con- 
traires, la charge du point fixe est égale à la différence P — Q. 
Les deux forces P et Q sont encore en raison inverse des bras de 
levier OC et OD, ou des distances OA et OB, quand le levier est 
rectiligne. 

•5. — Dans la pratique, l'une des forces, P par exemple, est 
un effort que Ton exerce sur le levier : on l'appelle la puissance; 
Pautre force Q est la résistance à vaincre. On distingue ordinai- 
rement trois e^èces de levier, suivant la place qu'occupe le point 
d'appui relativement à ces deux forces. 

Dans le levier de première espèce (fig. 82), le point d'appui 
est situé entre la puissance et la ré- yp 

sistance. La puissance P est d'autant o b / 

plus faible que son bras de levier 
est plus grand. 

Dans le levier de seconde espèce 
(fig. 84), la résistance Q est plus 
près du point fixe que la puissance. Rf* 8t 

Alors la puissance est toiyours plus petite que la résistance. 
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Dans le levier de troisième espèce^ la puissance est située 
plas près du point d'appui, et elle^êst toujours plus grande que 
la résistance. 

Jusqu'ici nous avons fait abstraction du poids du levier. Si l'on 
veut y avoir égard, il faudra considérer ce poids comme une 
force verticale appliquée au centre de gravité du levier et la 
combiner avec les autres forces appliquées au levier ; nous en 
verrons bientôt des exemples. Si Von veut que le poids du levier 
n'entre pour rien dans l'équilibre des forces, il faudra le placer 
de telle sorte que la verticale menée par le centre de gravité passe 
par le point d'appui. Si le centre de gravité du levier coïncide avec 
le point d'appui, le poids du levier sera toujours détruit par ce 
point fixe ; on n'aura donc pas à faire intervenir ce poids dans 
les conditions d'équilibre. 



••. — La balance ordinaire (fig. 85) est un levier de pre- 
mière espèce. Le levier AB, qu'on appelle le fléau de la balance. 




Ffg. 85. 

peut tourner autour de son milieu ; aux deux extrémités A et 
B du fléau sont suspendus, à Faide de cordes et de crochets,deuz 
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plateaux, dans Tun desquels on place le corps qoe Ton Teut peser 
et, dans Tautre, des poids marqués. 

Pour qu'une balance soit bonne, il âuit qu'elle satisfasse aux 
conditions suivantes : 

1* Les deux bras de levier OA, OB doivent être égaux; 

2* Les points de suspension A et B des plateaux doivent être 
en ligne droite avec le point d'appui ; 

3^ Le centre de gravité du fléau doit être au-dessous du point 
d'appui 0, à une très-petite distance, et sur une pwpendiculaire 
à la droite AB ; 

i? Le fléau doit être aussi long et aussi léger que possible, 
sans cesser d'être rigide. 

Voici comment on réalise ces conditions dans la pratique. Le 
fléau (fig. 86) est formé par un losange métallique que l'on évide 
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à l'intérieur en y conservant des supports tranavaraea» afin d'en 
diminuer le poids sans qu'il cesse d'être rigide. 

Un prisme triangulaire en acier, appelé covieau^ est implanté 
en dans le fléau, perpendiculairement à son plan, et repose 
par son arête inférieure sur un plan d'acier poli ou d'agate ; cette 
arête du prisme est l'axe de rotation du fléau. Aux deuxextrémi* 
tés A et B sont implantés de même dans le fléau deux prismes 
d acier disposés en sens inverse du premier. Les plateaux sont 
suspendus à des étriers qui reposent par des plans d'acier ou 
d'agate sur l'arête supérieure des prismes extrêmes. Les deux 
arêtes de suspension et Taréte de rotation sont dans un même 
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plan et parallèles. Le fléau porte, en outre, une aiguille dont 
l'extrémité ae meut en face d'un arc de cercle divisé ; celte ai- 
guille fait connaître l'inclinaison du fléau : elle s'aiTéte au zéro 
I si le fléau est horizontal. 

^^^J__^^^^ Enfin le centre de gravité 

^^^^^::^:::^^^,^--I~^^::^rT^^:^ du solide formé par le fléau 

' -^ ' et les couteaux qu'il porte 

^»«- *^- est situé en G (fig. 87), un 

peu au-dessous du point et sur une perpendiculaire à AB. 
Nous admettrons que les points d'application des poids de& 

plateaux sur les couteaux extrê- 
mes A et B sont dans le plan de 
symétrie du fléau. 

•V. — Supposons d'abord que 
le fléau soit horizontal (fig. 88) 
et que les deux plateaux, en y 
^^' ^^' comprenant les cordes, les étriers 

et les corps qu'ils renferment, aient le même poids P. 

Ces deux forces peuvent être considérées comme appliquées 
en A et en B; leur résultante 2P, appliquée au point 0, milieu 
de AB, sera détruite par le point fixe. Le poids i? du fléau, appli- 
qué au point G, peut être transporté au point 0, puisque la droite 
OG est veiticale, et sera aussi détruit : il y a donc équilibre. 

De plus, l'équilibre est stable^ car si on incline le fléau en 
A'B', la résultante des deux forces égales appliquées en est 
toujours détruite. Le centre de gravité du fléau a décrit un arc 
de cercle autour du point et est venu en G' ; le poids du fléau, 
appliqué en ce point G', tend à faire tourner le fléau en sens con- 
traire pour le ramener à Thorizontalité. 

08. — Supposons maintenant les poids des plateaux inégaux: 
soient P le poids du plateau attaché en A, etP + p le poids du pla- 
teau attaché en B (fig. 89). Le fléau n'est plus en équilibre, il 
s'incline en A'B' du côté du poids le plus fort. Les deux forces P 
appliquées en A et B ont une résultante appliquée au point 0. 
Cette résultante est détruite. Il reste donc à considérer la force p 
appliquée en B' et le poids t: du fléau appliqué en G' ; ces deux 
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forces tendent à faire tourner le fléau dans des sens différents; 
leurs moments par rapport au point sont de signes contraires. 
Appelons 2/ la longueur du fléau AB, d la distance OG et a 
l'angle d'inclinaison BOB'. La 
perpendiculaire OG abaissée 
du point sur la direction de 
la force p est égale à { ces a, 
et diminue à mesure que l'an- 
gle a augmente. La perpendi- 
culaire OD abaissée sur la di- 
rection de la force x a pour 
y^leurdsina et augmente avec 
Tangle a. A mesure que Tan- ng. 89. 

gle a augmente de à 90^ ^ le moment de la force p diminue 
jusqu'à zéro, tandis que le moment de la force tz augmente en 
valeur absolue à partir de zéro. 11 y a donc une position pour 
laquelle ces deux moments seront égaux ; dans ce cas, on aura, 
comme condition d'équilibre (92), 




t+i» 



oa 

d'où l'on tire 



pxOC=icxOD, 
pJC06a=xdsina; 

tanga=j5. 



Cette formule montre que TincUnaison du fléau est d'autant 
plus grande que Texcès de poids p de l'un des plateaux est plus 
considérable. 

Cette position d'équilibre est stable ; car, si l'on fait tourner le 
fléau, les moments des forces « et p ne sont plus égaux en va- 
leurs absolues; le moment de la résultante est égal à la difTé* 
rence de ces deux moments et la résultante agit dans le sens de 
celle des deux forces qui a le plus grand moment ; elle tend à 
ramener le fléau dans la position pour laquelle il y a équilibre. 

On dit qu'une balance est sensible quand elle s'incline d'un 
angle appréciable pour un excès de poids p très-faible. On voit, 
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par la même formule, que la scnsîMlké de la balance est d'au- 
tant plus grande que la longueur 2i du fléau est plus grande, le 
poids ic pins faible et la distance d plus petite. Nous ayons dit 
comment on réalise ces conditions autant que possible. 

Si le centre de gravité du fléau était m-dessus du point d appui, 
il pourrait y avoir équilibre, le fléau étant horizontal et les poids des 
plateaux étant égaux, mais cet équilibre serait instable. En outre, 
le moindre excès de poids ferait basculer le fléau de 180*, s'il n' j 
avait pas d'obstacle, car les deux poids ic et ji tendraient à le faire 
tourner dans le même sens. Dans ce cas, en ittt que la balance 
est folle; elle ne peut évidemment paa servir. 
Si le centre de gravité du fléau coïncide arec le peint 0, des 
^ ^ poids égaux appliqués aux extrémi* 

té8AetB(flg. 90) se font équilibre, 
quelle qiie soît Tindinaison du fléau. 
On dit dans œea» que la balance est 
indiff&etUe. Mais, si Tun des poids 
est un peu supérieur à Tautre, le fléau s'incline de plus en plue 
jusqu'à devenir vertical, s'il ne rencontre pas d'obstacle, et il est 
très-difficile d'établir pratiquement l'égalité des deux poids. 

99. •— Quand les trois points A, 0, B sont en ligne droite, 
comme nous Pavons supposé, l'inclinaison a est indépendante du 
poids P des plateaux; on dit alors que la sensibilité de la balance 
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Fig.SO. 
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est indépendante de la duirge ; il n'en est plus de même quand 
CCS trois points ne sont pas en ligne droite. 

Supposons que les droites OA etOB (fig. 94) fessent un angle 
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égal i 20, plus petit que ISO** , vers la partie inférieure, et 
que le centre de gravité du fléau «ait situé en 6, au-dessous du 
point 0, sur la bissectrice de Tanglc 20. Soient P et P + p les 
poids des plateaux attachés en A et B. Le fléau tourne de l'an- 
gle a, et rient en A'OB'; pour que l'équilibre ait lieu, il Ceiutque 
la somme des moments de toutes les forces par rapport au point 
soit nulle, puisque la résultante doit passer parce point. 

Posons encore OA = 0B = /, OG = d. Les deux forces P ont 
une résultante égaie à 2P appliquée en E^ au milieu de A'B' ; le 
moment de celte force est 

2Px 0C=2P XOE'X sina=2P/cos siua. 

Le moment de la force % appliquée en G' est xcfsina; le 
moment de la force p appliquée en B' est, en valeur absolue, 

p X 0D=p/8in (0 — a) = pl sin Ocosa — pi cosOsin a. 
On a donc 

2Pico8 68ina+7c(fsina=^/sinOcosa — pIcosOsina. 
On en déduit 

pi sin 6 

tonga_^2l>H-p)/coseH-x(i' 

On voit ici que l'angle a, et, par suite, la sensibilité de la ba- 
lance, diminue quand la charge P augmente. 

Si les points d'application des plateaux ne sont pas situés dans 
le plan de symétrie du fléau, comme nous Tavons admis, on 
peut raisonner autrement. Pour que le fléau soit en équilibre, il 
faut que la résultante des forces qui faii sont appliquées passe 
par Taxe du couteau central. Or, toutes les forces appliquées au 
Beau sdnt verticales, leur résultante doit donc être située dans 
le plan vertical qui passe par l'arête du couteau central ; le mo- 
ment de la résultante par rapport à ce plan doit être nul. On 
obtiendra donc la position d'équilibre ea écrivant qoe la tomme 
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algébrique des moments des forces appliquées au fléau (45) par 
rapport à un plan vertical passant par l'arête du couteau central 
est nulle. On sera conduit ainsi à des équations toutes sembla- 
bles à celles que nous avons obtenues. 

Dans tous les cas, la presmn exercée sur le point d'appui est 
égale à la somme des poids des plateaux et du fléau. 

ioo. — Quand la balance est bien construite et que les pla« 
teaux vides se font équilibre, c'est que leurs poids sont égaux. 
Pour déterminer le poids d'un corps, il suffit alors de placer ce 
corps dans un des plateaux et de lui faire équilibre à Taide de 
poids marqués que Ton met dans l'autre plateau. Ces poids mar- 
qués représentent le poids du corps. 

Une des conditions les plus difficiles à réaliser dans la pra- 
tique est que les bras du levier OA et OB soient égaux. Dans les 
pesées délicates, on ne suppose jamais cette égalité rigoureuse et 
on y supplée par la méthode des doubles pesées. Pour cela, on 
met dans un des plateaux le corps à peser et on lui fait équilibre 
en plaçant une tare dans Tautre plateau, c'est-à-dire des corps 
quelconques, par exemple de la grenaille de plomb. On enlève 
ensuite le corps et on le remplace par des poids marqués suifi- 
sants pour rétablir Téquilibre. Ces poids marqués représentent 
évidemment le poids du corps, puisqu'ils produisent le même 
effet, en agissant à l'extrémité du même bras de levier. 



ioi. — La balance romaine est aussi un levier rectiligne de 
première espèce , mais dont les bras sont inégaux. A Tex- 
irémité A (fig. 92) du bras de levier le plus court, on sus- 
pend le corps dont on veut évaluer le poids Q, en l'attachant par 
un crochet ou en le mettant dans un bassin. Sur Tautre bras de 
l levier est un poids constant P, qu'on peut déplacer le long de 
celte règle jusqu'à ce que l'équilibre soit établi. Afin d'introduire 
directement dans nos calculs le poids Q du corps à peser, nous 
allons considérer le bassin comme faisant partie du levier, de la 
manière suivante. Gomme le poids de ce bassin agit toujours sur 
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le point de suspension A^ nous pouvons, sans changer les condi- 
tions d'équilibre, remplacer ce bassin par une masse de poids 




î 
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fig. 92. 

égal attachée au point A. Nous considérerons alors le centre de 
gravité du levier en y comprenant la masse introduite au point A, 
et nous n'aurons plus à tenir compte du bassin. Si le centre de 
gravité du levier ainsi défini coïncide avec le point d'appui, la 
condition d'équilibre entre les forces P et Q est la même que si 
elles étaient appliquées à un levier sans poids; on a alors 

Q X OA = P X OM, ou Q=OM x^. 

AO 

On voit que le poids Q est proportionnel à la distance OM, à 
laquelle il faut placer le poids P pour établir Téquilibre, ce qui 
permet de graduer l'instrument. 

Ordinairement, le centre de gravité du levier ne coïncide pas 
avec le point d'appui ; en outre, on a soin de suspendre le levier 
et le poids Q à l'aide de prismes d'acier dont les arêtes sont situées 
sur le prolongement de la droite BI (fig. 93) , sur laquelle s'ap- 
puie le poids mobile P. Soit x le poids du levier et du crochet, 
G le centre de gravité du système formé par le levier et le crochet, 
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comiue nous venons de le définir; supposons que ce point 6 soit 




Kg. 95. 

aussi sur le prolongement de la ligne BI. La condition d'équi- 
libre entre les trois forces Q, Petic est 

QxOA+'ïcX0G = PxOM. 

Soit I le point où il faut placer le poids P pour que l'équilibre 
ait lieu quand aucun poids n'est suspendu au crochet ; on a alors 

«xOG = PxOI. 

Retranchons ces deux équations membre à membre, il vient 

QxOA = Px(OM — OI) = PxIM; 



d'où 



Q = lMXôj. 



Le poids Q est donc proportionnel à k distance IM. Pour gra- 
duer l'instrument, on attachera au crochet un poids connu, par 
exemple 100 kilogrammes, et on cherchera le point G où il faut 
placer le point P jpour qu'il y ait équilibre. On divisera la lon- 
gueur IG en 100 parties égales, et on prolongera les divisions au 
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delà du point G. Pour peser un corps, on le suspend au crochet 
et on détermine la division à laquelle il faut placer le p<nds P 
pour que l'équilibre ait lieu; le numéro de cette division repré- 
^sente le poids du corps en kilogrammes. 

La balance romaine^ n'exigeant qu'un 0eul poids et permet- 
ant d'effectuer les pesées avec une grande rapidité, est souvent 
Préférée à la balance ordinaire, mais elle n'est pas susceptible 
[*une aussi grande précision. 
Il faut remarquer encore que la charge du point d'appui est, 
dans la balance ordinaire. é^AJe à la somme des trois 
Dids 



On peut varier cette balance de diverses manières en rendant 
mobile soit le point A , soit le point de suspension du levier ; le 
principe de l'appareil est toujours le même. 

de Roberral 



lo». — La balance de Roberval se compose de deux leviers 
éj^aux et parallèles, AB et A'B' (fii?. 94), pouvant tourner au- 




pm de leurs milieux et 0', et reliés par deux liges vert- 
icales AA', BB' articulées aux points A, A', B, B'. Les deux leviers 
et les deux tiges verticales forment ainsi un parallélogramme ar- 
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ticulé. Ces tiges AA'et BB' portent des plateaux sur l'un desquels 
on met des poids marqués, et sur Tautre le corps que l'on veut 
peser. L'emploi de la balance de Roberval repose sur cette pro- 
priété qu'un corps, placé en un point quelconque M d'un plateau, 
produit le même eifet que s'il était directement appliqué au 
point B. 

En effet, soit M (fig. 95) la position du corps, que nous sup- 
poserons d abord dans le plan de symétrie de l'appareil; P son 
poids représenté par la longueur MC. Joignons MB et MB' et dé- 
composons la force MG en deux autres MD et MË passant par les 
deux points B' et B ; transportons ces deux forces aux points fi' 
et B, en B'D' et BE', ce qui est permis, puisque les points M, B 
et B' font partie d'un corps solide. Décomposons maintenant la 
force BE' en deux, l'une parallèle à OB, qui sera détruite par le 
point fixe , l'autre B^, verticale ; décomposons de même 
la force B'D' en deux, l'une dirigée suivant B'(y, qui sera détruite 
par le point fixe 0', l'autre B'd, verticale. 

Ces deux forces verticales B'd et Be ont une résultante égale à 
leur différence B'd — Be^ que l'on peut appliquer au point B. Il 
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Fig. 95. 

suffit maintenant de montrer que cette différence est égale au 
poids MC du corps. 
Menons Ëe', parallèle à BO, jusqu'à la rencontre de la verti« 
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cale MC, Les triangles égaux B'D'd, CEe' donnent B'd=C^; les 
triangles égaux BË'e, MEe' donnent aussi Be = Me^. Par suite, 
en faisant la différence, on trouve 

B'd — B^ = Cef—W= MC =P- 

Si l'on place des poids égaux sur les deux plateaux, on pourra 
donc supposer qu'ils sont appliqués aux extrémités A et B du pre- 
mier levier.; ils auront alors une résultante passant par le point 
fixe 0, et riristrument restera en équilibre. 

En tenant compte du poids des fléaux, comme nous Pavons 
fait pour la balance ordinaire, on yerrait que l'inclinaison de 
Toppareil, quand on met sur un des plateaux un excès de 
poids p, est d'autant plus grande que cet excès de poids est plus 
considérable. La sensibilité dépend aussi de la distance du centre 
de gravité de chaque fléau à son point d'appui. Enfin, on peut 
donner à cette balance une grande précision en faisant tourner les 
diverses pièces sur des arêles de prismes d'acier placés aux 
points A, 0, B, A', 0', B'. 

La somme des pressions que supportent les deux points d'ap- 
pui et 0' est égale à la somme des poids des leviers, des pla- 
teaux et des corps qu'on y a placés. Quant à la pression que sup- 
porte chacun de ces points, on ne peut pas la déterminer; nous 
avons vu (79) la raison de cette indétermination. 

toa. — Nous avons supposé que les centres de gravité du corps 
et des poids qui lui font équilibre étaient situés dans le plan de 
symétrie de l'appareil. Pour faire disparaître cette restriction, il 
suffit de remarquer que les mouvements du parallélogramme 
articulé se font, non pas autour de points, mais autour d'axes 
parallèles. Si le corps et les poids marqués n'ont pas leurs centres 
de gravité dans le plan de symétrie, on coupera l'appareil par un 
plan vertical passant par les centres de gravité des deux plateaux 
avec les corps "qu'ils portent. L'intersection de ce plan par les 
axes donnera une figure tout à fait pareille à la figure 95, et l'on 
répétera identiquement le même raisonnement. C'est une obser- 
vation analogue à celle que nous avons déjà faite à propos de la 
balance ordinaire. 

MéCAM. UASCART. 7 
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La balance de Roberval est moins haute que la balance ordi- 
naire, et, comme les plateaui ne dont point suspendus par des 
cordons, on peut y placer des corps d'un plus grand volume. 
L'inconvénient qu'elle présente, c'est qu'il y a trop de points 
d'articulation, et, par suite, trop de frottements. 



t04. — Cette bascule est fréquemment employée dans le com- 
^ P ^ ^ merce pour peser des char- 

ges considérables. 

Elle se compose de trois 
leviers (fig. 96) , Tun AC tour- 
nant autour du point fixe 0, 
rautre.A'O' tournant autour 
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Fig. 96. du point 0', et le troisième 

DE autour du point D. Ce dernier levier porte un tablier sur le- 
quel on place le corps à peser. Le point D est l'extrômité d'une 
tige DB' fixée au levier O'A' ; AA' etBE sont deux tiges verticales 
articulées à leurs extrémités et reliant le levier AC aux deux 
autres. En G est suspendu un plateau qui porte des poids gradués. 
Soit P le poids du corps, M le point oii la verticale passant par 
le centre de gravité du corps rencontre le bras de levier DE j on 
peut décomposer la force P appliquée en M en Jeux forces pa- 
rallèles appliquées enEel D. La composante appliquée en E sera 

égale à P X fTp , et pourra élre transportée au point B. L'autre, 

MF 
appliquée en D, est égale à P X jt?!. Celte force peut être trans- 
portée en B' et décomposée en deux, l'une appliquée en O*, qui 
sera détruite par ce point fixe, l'autre appliquée en A' et égale à 

ME O'B' 
P X frpXjvT'- Cette nouvelle force peut être transportée an 

point A et décomposée à son tour en deux forces parallèles, l'une 
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de sens contraire appliquée en 0, qui sera détruite ; Tautre, de 
même sens, appliquée «« ^ et é^ale à P x ^ X ^ X ^. 

Finalement, le poids du corps peut être remplacé par deux 
forces verticales appliquées au point B ; la somme de ces deux 



forces est, 



px5Mh.pxM!x21'>,oa 



Il faut construire la balance de telle sorte que l'effort exercé 
sur le point B soit indépendant de la position que le corps oc- 
cupe sur le tablier. Il suffit pour cela que l'on ait 



(yw 0A_ 

CA' ^ OB ~" *» 



d'où l'on déduit 



OA _ O'A^ 
OB ~" O'B'* 

La somme des forces devient alors 

Donc, quand les bras de levier OA et O'A' sont proportionnels 
à OB et O'B', on peut placer le corps en un point quelconque du 
tablier, et ce corps produit sur le levier AC le même effet que 
s'il était directement attaclié au point B. Quant à la pression que 
supporte le point 0, elle dépend de la distance ME. 

Le iras de levier OC est plus grand que OB, afin qu'on puisse 
faire équilibre au poids P agissant en B avec un poids p plus faible 
agissant en C ; on a alors 

PxOB = pxûC, 
doù 

o OC 

OC 
La bascule est dite au dixième quand j^ r=10 ; alors le poids 
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P est dix fois plus grand que le poids p qui lui fait équilibre. La 
figure 97 représente la coupe d'une bascule de Quintenzau 
dixième, construite comme nous venons de l'indiquer. Quelque- 
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fois encore on remplace le plateau suspendu au point C par un 
poids constant que l'on fait glisser le long du levier OC, comme 
dans la romaine. 

i05. — Nous avons supposé, dans la démonstration, que le 
centre de gravité du corps placé sur le tablier était dans le plan de 
symétrie de l'appareil; il est facile de faire disparaître celte res- 
triction. Remarquons pour cela que le levier O'A' (fig. 97) est 
formé par une plate-forme qui s*appuie en (V sur une arête de 
. couteau horizontale , perpendiculaire au 
plan de la figure. De même, le tablier 
porte en D un couteau qui s'appuie en R' 
sur la plate-forme par une arête parallèle 
à la première. 

Prenons pour plan de figure un plan 
horizontal. Soient KK\ Ll/ les arêtes des 
deux couteaux (fig. 98) , M' le point où la 
verticale passant par le centre de gravité 
du corps perce le tablier ; menons la 
droite M'M parallèle à L'L et joignons EM' par une droite que 
nous prolongeons jusqu'en [K. 



K 



^-.ll' 



irt 



Fig. 98. 
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Le poids P du corps, appliqué en M', peut être décomposé en 

deux autres forces parallèles , Tune égale à P x -^ appli- 

quce au point E, Tautre P X ^77^ appliquée au point V. A cause 
des triangles semblables EMM', EDIK, on a 



* ^ D'E *^^DE' 

P *I5 — P ?? 
D'E ~ ^ DE* 



MD 
On Toit déjà que la force P X jcft appliquée au point E est la 

même que si le poids du corps était appliqué en M. 

Menons maintenant la droite A'iyO*, et remarquons que les 

ME 
triangles A'DD', A'CKC bOnl semblables. La force P X rvp , appli- 
quée au point D', peut être remplacée par deux autres forces pa- 
rallèles, l'une appliquée au point 0", Taulre appliquée au point 

,,,,,,-, ME 0"D' ^ ME O'D p 
A'etegaleaPXpjTXg;^ ou Px^gX^T^r- En remar- 
quant que la longueur O'D sur la figure 98 est égale à la lon- 
gueur O'B' de la figure 97, on voit que l'on obtient encore pour 
la force appliquée en A' la même valeur que précédemment. 
L'effet produit par le corps sur le levier AC (fig. 97) est donc 
bien indépendant de la position de ce corps sur le tablier. 

Si la plate-forme, au lieu de reposer sur un axe, repose sur 
deux points K et K' (fig. 98) et si le tablier s'appuie de même 
par deux points L et L% on obtiendra la pression que supportent 
ces différents points en décomposant la force appliquée au 
point D' en deux autres appliquées en L et en L% et la force 
appliquée au point (y en deux autres appliquées aux deux 
points K et K'. On reconnaîtra ainsi que les pressions supportées 
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par ces (kilërcnts points d'apfMii dépendeai da lit positioa du 
corps sur le tablier. 

i06. — Depuis quelques années, on construit une nouvelle 
espèce de balance qui a l'aspect de la balance de Roberval, mais 
qui est formée en réalité de deux bascules de Quintenz agissant de 
part et d'autre sur un même bras de terier. 

Cette balance (Gg. 99) se compose d un fléau AA' pouvant 
tourner autour de son milieu 0, et de deux leviers égaux CE, C'Ë% 
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tournant autour des points E et E'. A Tuit des* plateaux IK sont 
implantées deux tiges verticales lA^ KC, reposant sur les extré- 
mités A et C du fléau AA' et du levier CE ; BD est une tige verti- 
cale articulée en B et en D; on a d'ailleurs la proportion 

OB ED 
OA~"EC* 

On démontre, comme dans le cas précédent, qu'un corps de 
poids P, placé en un point quelconque M du plateau^ produit le 
même effet que s'il agissait directement sur le fléau au point A. 
La seconde pajrtie de l'appareil est tout à £ait symétrique, et le 
fléau AA' reste horizontal quand on met des poids égaux sur les 
deux plateaux. 

Foiriie fis* 



!•». — La poulie est une roue circulaire pouvant tourner 
autour d'un axe mené par son centre et perpendiculaire à son 
""Un (fig. 100). Pour cela, elle est traversée en son centre par 
une tige de l'er cylindrique dont les extrémités sont portées par 




Fig. 100. 
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une chape. Cette chape est une mâchoire de fer dont, les deux 
branches embrassent la poulie, et qui 
est attachée à un point fixe par un 
crochet ou par une vis et un écrou. 
Sur le pourtour de la poulie est 
creusé un sillon, ou gorge^ et dans 
cette gorge passe une corde aux deux 
extrémités de laquelle sont appli- 
quées la puissance P et la résis- 
tance Q. 

Soit (fig. i 01) le centre de la 
poulie , OA et OB les rayons qui 
aboutissent aux points où la corde 
commence à toucher la poulie. On 
peut appliquer les forces P et Q aux 
points A et B des cordons ; comme on 
suppose que la corde ne peut pas glisser sur la poulie sans Ten- 
traîner, on peut appliquer ces deux i 

forces aux points A et B de la poulie, 
et imaginer qu'elles agissent sur le 
levier AOB, mobile autour du point 0. 
Pour l'équilibre, il faut que les mo- 
ments de ces forces par rapport au 
point soient égaux et de signes con- 
traires. Les bras de levier OA et OB 
étant égaux , les forces P et Q sont 
aussi égales. 

Pour déterminer la pression que supporte Taxe de la poulie, 
nous n'avons qu'à transporter (92) les forces P et Q parallèle- 
ment à elles-mêmes au point 0, en OC et OD, et construire la ré- 
sultante OE de ces deux forces. Comme ces forces sont égales, ia 
résultante K est dirigée suivant la bissectrice de l'angle que font 
leurs directions. 

Appelons 2a Tangle AlB ou COD des deux cordons, la figure 
OCED est un losange ; on a donc 

0E = 2.0C.cosa, 
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OU bien 

R = 2Pco8«. 

Joignons AB, appelons r le rayon OA de la poulie ; on aura, en 
remarquant que l'angle ABO est égal à a, 

AB=2rcosa. 
Par suite, 

R AB 



DonCf Vune des forces f eîQ est à la charge R, que supporte 
Vaxe de la poulie^ comme le rayon de la poulie est à la corde AB 
de l'arc embrassé par le cordon sur la poulie. 

Si les cordons sont parallèles, l'angle 2a est nul, et l*on a 
R=2P. La pression que supporte Taxe est égale à la somme des 
forces qui agissent aux deux extrémités du cordon. 



Povlla moba« 

to8. — Supposons que la poulie, au lieu de tourner autour 
d'un axe fixe comme précédemment, soit portée par un cordon 
CBAD (fig. 102), fixé en un point C, et tiré à l'autre extrémité par 

une force P. La chape de la poulie 
portant un poids Q, on conçoit que 
la force P peut être telle que Téqui- 
libre existe. 

Le cordon BC exerce une certaine 
pression sur le point fixe C, et ce 
point réagit avec une force égale cl 
contraire ; on peut donc supprimer 
le point fixe et le remplacer par une 
force T agissant dans la direction du 
cordon de B en C ; cette force T est la tension du cordon. 

Supposons que l'équilibre existe. Les deux forces P et T peu- 
vent être appliquées aux points A et B de la poulie et la force Q 




Fi«. 102. 
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au point 0, en considérant le poids de la poulie comme négli- 
geable.'Nous n'altérerons pas l'équilibre en fixant un point quel- 
conque de la poulie, par exemple le point 0. La .force Q est alors 
détruite par la résistance de ce point ; les deux forces P et T so 
font équilibre sur une poulie fixe, et par suite doivent être égales. 
La pression que supporte le point fixe G est donc égale à la force 
P et la tension est la même tout le long du cordon. La résultante 
des deux forces égales P et T est dirigée suivant la bissectrice de 
l'angle qu'elles font entre elles; cette résultante doit faire équi- 
libre au poids Q; elle est donc dirigée suivant la droite 10, et les 
deux cordons sont également inclinés sur cette droite. 

Appelons 2a Tangle AIB des cordons : la résultante des deux 
forces égales P et T sera, comme plus haut, égale à ÎPcosa. La 
condition d'équilibre est donc 



On a encore 
et, par suite. 



Q = 2Pcosa. 

AB=2rcosa, 

Q_AB 
P"" r ' 



La force Veston poids Q comme le rayon de la poulie est à la 
corde AB. 

Le poids Q restant constant, la force P est d'autant plus grande 
que Tangle 2a se rapproche plus de 180^. Quand les cordons 
sont parallèles, l'angle 2a est nul, et Ion a 

P-^ 

Dans ce cas, on fait équilibre à un poids Q afec une force P 
deux fois plus faible; c'est la condition la plus favorable. 



ta». — On appelle moufle une machine formée parla réunion 
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K K- . 



de plusieurs poulies fixes et mobiles, et qui permet de faire équi- 
libre à une résistance don- 
née par une force beau- 
coup plus faible ; on em- 
ploie pour cela plusieurs 
dispositions différentes. 
Dans la moufle do la 
figure 103 , le poids Q 
est attaché à la chape 
d'une première poulie 
mobile 0, dont le cordon 
est fixé par lune de ses 
extrémités à un point fixe 
A, et attaché par l'autre 
extrémité à la chape 
d*une seconde poulie (y. 
Le cordon de celte se- 
conde poulie est fixé aussi 
par une de ses extré- 
nâtés à un point A' 
Fig^ 103^ et attaché par l'autre 

a la chape d^me troisième poulie 0", et ainsi de suite. Le cordon 
de la dernière pk)ulie mobile passe sur une poulie fixe de renvoi 
B, et une force P agit à l'extrémité de ce cordon. 

Considérons le ca<^ simple où les cordons des poulies mobiles 
sont parallèles, et proposons-nous de déterminer la puissance P 
qui Fait équilibre à la résistance Q. La tension de chacun des cor- 
dons est la même sur toute sa longueur, comme nous venons do 
le voir (108); appelons T, T', T', les tensions des différenls cor- 
dons. La tension T du premier cordon agit comme puissance sur 
la première poulie mobile 0, et Ton a 




Q=2T. 
Cette tension T agit sur la chape de la poulie mobile (^ et la 
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tension T' du second cordon agit en sens contraîro stir la circon- 
férence de cette poulie ; on a encore 

4e même, ^ ' 

La tension V agissant sur la poulie 
fixe B est égale à la force P, 



T«=P. 

En multipliant toutes ces équations 
membre à membre, il vient 



Q = 2»P, ou 



P=Q 

2»- 



En général, s'il y a n poulies mo- 
biles, on obtiendra de même 



Q=2"P, ou 



P=^ 
*^— 2»- 



La force P est doue égale à la résis" 
tance Q divisée par une puissance de 2 
indiquée par le nombre des poulies 
mobiles. 

ifo. — Plus fréquemment , la 
moufle est composée de plusieurs 
poulies C , C , C (fig. 104) mon- 
tées sur une même chape fixe attachée 
en A, et d*un nombre égal de poulies 
0, (y, 0*, montées sur une même chape 
mobile, laquelle porte le poids Q. Ces 
poulies ont des rayons inégaux pour 
(|uc les différents cordons ne se gênent 
pas. 
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Le cordon est attaché à un crochet B qui termine la chape iixe, 



m 
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il passe sur la poulie 0^, puis sur la 
poulie C et ensuite successivement sur 
les poulies (K, C\ 0, C ; la force P est 
appliquée à Textrémité de ce cordon. Il 
n'y a ici qu'un seul cordon ; la tension 
est la même entons ses points et égale à 
P. Chacune des poulies (y, 0%0 est sol- 
licitée par deux cordons sensiblement 
parallèles dont les tensions sont égales 
à P et ont une résultante égale à leur 
somme 2P. Donc, si n est le nombre 
des cordons intermédiaires, la chape 
mobile sera soumise à n forces vertica- 
les, de bas en haut, égales à P. La 
condition d'équilibre est donc 



Q = nP, ou P=-. 



Fig. 105. 



Si n est le nombre des cordons in- 
termédiaires, on fait donc équilibre à 
un poids Q par une force n fois plus 
faible. 

Dans la figure que nous avons don- 
née, le nombre des cordons inter- 
médiaires est toujours pair ; il est 
égal au double du nombre des poulies 
montées sur la chape mobile. 

On supprime quelquefois la dernière 
poulie 0" de la chape mobile, et on fixe 
alors le cordon à la chape mobile; dans 
ce cas, le nombre des cordons intermé- 
diaires est impair. 

Souvent les poulies fixes sont égales 
et montées sur un même axe, ainsi 
que les poulies mobiles (fig. 105). De 
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cette manière, l'appareil a une longueur moindre. Les cordons 
intermédiaires sont encore sensiblement parallèles et la condi- 
tion d'équilibre est la même. Celte moufle porte plus spéciale- 
ment le nom de palan. 

TreoU 



111. — Le treuil (fig. 106) se compose d'un cylindre AB gé- 
néralement en bois, terminé à ses deux extrémités par des tiges 
de fer cylindriques, de rayon plus petit, implantées dans le 
premier cylindre de manière que les axes se confondent. Ces 
tiges, appelées tourillons^ reposent sur deux supports concaves 
qu'on appelle coussinets. Une corde attachée en un des points du 
cylindre est enroulée sur sa surface et porte à Tautire extrémité 
un poids Q. Le cylindre porle encore une roue de rayon beau- 
coup plus grand, et une corde passant sur cette roue est soumise 
à Faction d'une force P. Comme on le voit, le treuil est un corps 
solide assujetti à tourner autour d'un axe, et, pour que l'équi- 
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Fig. 10B. 



libre existe, il faut que la résultante des deux forces P et Q soit 
détruite par la résistance de l'axe. 

Supposons d'abord les deux forces? et Q verticales, et soient C 
et C (fig. 107) leurs points d'application. Les rayons OC, O'C, 
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qui aboutissent aux points d'applicatioa, 3oai horixonlaux; ila 




Fif . 107. 



•ont donc parallèles et situés dans un même plan avec Paxe ; la 
droite ce rencontre Taxe en un point D, et il faut que 'la résul- 
tante des forces P et Q soit appli(iuée au point D« On aura donc 



P 
Q 



CD' 



Les triangles semblables OCD , O'C'D donnent les rapports égaux 



CTD 
CD 



CW 
CO' 



d'où Ton tire, en appelant r le rayon du cylindre et R le rayon 
de la roue, 

P C^O^ f 
Q~ CO ""R* 

Les forces VetQ sont donc dam le rapport du rayon du cy- 
lindre au rayon de la roue, c'est-à-dire en raison inverse des 
bras de levier à rextrémité desquels elles agissent. 

Pour déterminer les pressions que supportent les coussinets, 
il suffira de décomposer la résultante P -f- Q, appliquée en D, ea 
deux forces appliquées aux tourillons A et B. 

Si Tan veut tenir compte du poids du treuil, on décomposera 
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son poids appliqué au centre de grafité G en deux forces paral- 
lèles appliquées aux tourillons. 

Supposons maintenant que la force P, au lieu d^ être yerticaloi 
soit appliquée au point £ de la grande roue. Menons le rayon ho« 
rizontal OC, et appliquons au point C deux forces yerticales P et 
— P, égales et de sens contraires^ ce qui ne change pas Téqui- 
libro. La force — r P appliquée en C et la force P appliquée en E 
se rencontrent au point I ; on peut les transporter en ce point et 
déterminer leur résultante IK. Cette résultante passera par le 
point 0, puisque les deux forces sont égales, et elle sera détruite 
par la résistance de Taxe. Il ne restera que la force P appli(|uée 
au point C, et le problème est ramené au cas précédent. La con- 
dition d'équilibre est encore 

P r 

Pour déterminer les pressions supportées par les coussinets, 
on décomposera la force P-f- Q, appliquée en D, en deux autres 
appliquées aux tourillons A et B, et la force IK, appliquée en 0, 
en deux autres appliquées aussi aux tourillons A et B. On con- 
struira ensuite la résultante des deux composantes appliquées à 
chaque tourillon ; dans ce cas, les pressions supportées par les 
tourillons ne sont plus des forces verticales. 

La grande roue du treuil est souvent remplacée par des leviers 
perpendiculaires à Taxe du cylindre, ou bien par une bielle et 
une manivelle ; dans les deux cas, la force appliquée est perpen- 
diculaire à Taxe du cylindre et aux bras de levier qui y sont im- 
plantés. 

• ii«. — Dans le treuil des carriers (tig. 108), quon emploie 
pour extraire les pierres des carrières souterraines, la roue atta- 
chée au cylindre a de très-grandes dimensions, et elle porte un 
grand nombre d'échelons implantés sur sa circonférence, per- 
pendiculairement à son plan. Des ouvriers montent le long de 
cette échelle circulaire ; leur poids est la puissance et ils peuvent 
soulever des blocs très-lourds, parce qu'ils agissent à l'extrémité 
d'un grand bras de levier. 

Pour obtenir la condition d'équilibie dans ce cas, on mènera 
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par le centre de gravité de l'ouvrier un plan perpendiculaire è 
Taxe du cylindre. Du point où ce plan rencontre Taxe, on abais- 
sera une perpendiculaire sur la verticale passant par le ceatre de 







^p ^-Ef. 



Fig.iOS. 



gravité considéré ; on rentrera ainsi dans le cas de la figure 107 
En appelant D la longueur de cette perpendiculaire, r le ra\o: 
du cylindre, Q la charge attachée à la corde, et P le poids de Toi:- 
rier, la condition d'équilibre sera 



P 
Q 



r 
D' 



La charge Q, comme on le voit» est d'autant plus grande que 
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la distance D est plus grande, c'est-à-dîre que Touvrier s'est 
élevé davantage. L'ouvrier fera équilibre à la plus grande charge 
possible, quand il sera placé à Textréniité du rayon horizontal de 
la roue ; la distance D sera égale alors à ce rayon R, et la charge 
maximum est donnée par Téquation 

5""R' 

Enfin, on se sert quelquefois de treuils dont Taxe est vertical, 
soit pour traîner des fardeaux sur le sol, soit pour exercer un 
effort dans une direction quelconque, en ayant soin de faire pas- 
ser la corde sur une poulie de renvoi. Les treuils à axe vertical 
portent généralement le nom de cabestans. 



EXERCICES 

1. Un levier est formé de deux branches rectilignes homogènes dont les lon- 
gueurs sont dans le rapport de 2 à 1 . Quel poids faut-il attacher k Teitrémité 
du levier le plus court pour que les deux branches fassent le même angle avec 
J'horizon! 

2. Deux plans Jnclinés sont adossés Tun à l'autre ; sur ces plans on pose deux 
corps pesants reliés par un cordon qui passe sur une poulie placée au sommet 
des plans inclinés. Quelle est la condition d'équilibre T 

3 Deux cylindres pesants sont posés dans Tangle formé par deux plans incli- 
nés qui se coupent suivant une horizontale. Quelle est la condition d'équilibre! 

4. Une échelle est appuyée obliquement sur un mur vertical. Quelle est la 
pression de Téchelle sur le mur, et quelle est la force qu'il faut appliquer hori- 
lonlalement au pied de Téchelle pour Tempécher de glisser! 

8. Deux cylindres pesants de rayons égaux sont placés l'un contre l'autre sur 
un plan horizontal et entre deux murs verticaux. On pose un troisième cylindre 
sur les deux premiers. Quelltjs sont les pressions sur les murs! 

6. Même problème en supposant que les cylindres inférieurs ont des rayons 
inégaux. 

7. £n plaçant un corps alternativement dans les deux plateaux d'une balmce 
dont les bras du fléau sont inégaux, on produit l'équilibre avec des poids diffé- 
rents P et P. Quel est le poids du corps? 

8. Établir la condition d'équilibre des moufles de première espèce (flg. 105) 
en tenant compte du poids des poulies mobiles. 

MÉCA^i. MASCART. 8 
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CINÈHÀTIQÇE 

CHAPITRE PREMIER 

DIFFÉRENTES ESPÈCES W TCCYMfiNTS 

fis. — Nous apprécions le mouvement (Fun corps en évaluant 
à diverses époques les distances de ce corps à différents poînt» 
considérés comme points de repère. Si ces dislances sont inva- 
riables, le corps est en repos par rapport aux points de repère; si 
ces distances varient avec le temps, le corps est en mouvement 
par rapport aux mêmes points. 

Nous considérerons d^abord le mouvement d'un point matériel 
et BOUS aippeUerons ce point ea mouvement un mobile. 

On appelle trajectoire la ligne droite ou courbe qui joint l€S> 
positions successives occupées par un mobile. On se représente 
parfaitement le mouvement d''un mobile, quand on connaît latra- 
jectoire qu'il décrit, et la position qu'il occupe à chaque instant 
sur sa trajectoiare. 

Le mouvement d'un corps solide, c'est-à-dire d'un système de 
points liés entre eux <f une manière invariable, es* en géomt 
beaucoup plus complexe. Pour avoir une idée exacte du mou- 
vement d'un corps solide, il faut se représenter comme pré- 
cédemment le iBOuvement de chacun des points qui le god^ 
[josent. 

114. — Un mouvement est dit rectiligne quand la trajectoire 
décrite par le mobile est une ligne droite ,- Fe mouvemcat est cttr- 
vUigney si la trajectoire est une ligne courbe. Quand le mobile 
parcourt sur sa trajectoire des longueurs égales en des temps 
égauXy on dit que le mouvement est uniforme. Le mouvement 
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est dit variée si le mobile ne parcourt pas des espaces égaux en 
des temps égaux. 



115. — Le mouvement le plus simple que Ton puisse imagi- 
ner est le mouvement rectiligne et uniforme; le mobile décrit 
une ligne droite et parcourt de$ espacée égaux en des temps 
égaux. On appelle vitesse^ dans un pareil mouvement, Tespaoe 
parcouru par le mobile pendant Tunité de temps. C'est par la 
grandeur de la vitesse que les différents mouvements uniformes 
se distinguent les uns des autres. 

En mécanique, on prend ordinairement le mètre pour unité 
de longueur, et la seconde pour unité de temps»; la vitesse dans 
le mouvement rectiligne et uniforme est donc le nombre de mè- 
tres parcourus par le mobile pendant une seconde. 

Soit XY (fig. 109) la trajectoire d'un mobile animé d'un mou- 
vement rectiligne et uniforme, A la position initiale du mobile, 

c'est-à-dire la position ^^^ 

qu'il occupe au moment x o ï S y 

où Ton ( ommence à fi,'. loo. 

compter le temps, et M sa position au bout de t unités de temps. 
Appelons V la vitesse du mobile, c'est-à-dire l'espace qu'il par- 
court pendant Tunité de temps, ce mobile aura parcouru pendant 
t unités de temps un espace égal à vl ; on aura donc 

AM=î;^ 

Cette formule montre aussi que les espaces parcourus par le 
mobile, pendant des temps inégaux, sont proportionnels aux 
temps employés à les parcourir. 

Tirons la valeur de t; de Téqualion précédente, il vient 

AM 

donc, dans le mouvement uniforme, la vitesse est égale au quo- 
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tient de l'espace qu'à parcouru le mobile par le temps employé à 
le parcourir. 

On détermine généralement la position du mobile k chaque 
instant en évaluant sa distance à un point fixe pris sur la tra- 
jectoire. On a évidemment 

MO=OA+AM. 

Désignons par e la distance du mobile au point 0, et par e^ la 
distance OA, l'équation précédente peut s'écrire 

(1) e^sze^-hvt. 

ii«.— Cette formule convient à tous les cas qui peuvent se 
présenter, si Ton considère comme positives les longueurs comp- 
tées à partir du point G dans un certain sens, à droite par exem- 
ple, et comme négatives les longueurs comptées à gauche de ce 
point. Si le point A est à gauche du point au lieu de se trou- 
ver à droite, on donnera au terme ^^ une valeur négative; si le mo- 
bile marche vers le point X. au lieu de marcher vers le point V, 
on considérera la vitesse v comme négative ; ^e^ pace e devra être 
compté à droite ou à gauche du point 0, suivant que le second 
membre de l'équation [1] sera positif on négatif. 

La formule [1] permet aussi de déterminer la position du mo- 
bile t unités de temps avant l'instant initial, c'est-à-dire avant 
l'époque à laquelle ce mobile se trouvait au point A; il suffit 
pour cela de donner au temps t des valeurs négatives. 

MouTemeiit rectUls^ne varié. — Vitesse. 

119.— Considérons un mobile qui se déplace sur une ligné 

droite XY (fig. HO) d'un 

mouvement variée c'est- I m m^ \ 

à-dire que les espaces Wg- ^lO- 

parcourus par ce mobile pendant des temps égaux ne sont pas 

égaux. 

Soit M la position du mobile au temps I, M' sa position au 
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temps V ; pendant le temps %' — ^ ce mobile a parcouru rcspacc 
MM^ Imaginons qu'un second mobile, parti du point M au temps 
{, arrive au point M' au temps V en marchant d'un mouvcmeni 
uniforme ; ce second mobile, comme nous l'avons vu, serait 

animé d'une vitesse égale à p — -. On appelle le quotient p—jr la 

v%it%%e moyenne du mobile proposé pendant le temps f — t. 
Supposons maintenant que, le temps t restant le même, la 

M M' 

différence f — t diminue indéfiniment, le quotient -p— tendra 

vers une certaine limite qu*on appelle la vitesse du mobile m 
temps t. 

118. — Considérons, par exemple, un mouvement dans lequel 
Tespace parcouru par le mobile soit proportionnel au carré de 
temps, c'est-à-dire que Ton ait 

e=at\ 

a étant une constante qui représente l'espace parcouru pen- 
dant la première seconde ; l'espace parcouru au bout du temps 
V est 

ef = atfK 

Pendant l'intervalle de temps t' — t, le mobile parcourt donc 
l'espace 

e'^e=a(^—a1^=:a(1f*—t*) = a(t'—t)(f+t); 

la vitesse moyenne pendant cet intervalle est 

Supposons maintenant que Tintervalle f — t diminue de plus 
en plus, la vitesse moyenne tendra vers la limite 2 al; cette 
limite est la vitesse du mobile au tenips t. On a donc 

v=2at. 
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t fectingiMi «Dfforménwiit varié. — AcoélératloB 

119. — On dit qu*an mouvement recliligne est uniformément 
varié quand la vitesse du mobile varie de quantités égales en des 
temps égaux. On appelle acc^/^afion la quantité dont la vitesse 
varie pendant Tunité de temps. L'accélération est positive quand 
la vitesse du mobile va eii croissant, elle est négative quand la 
vitesse du mobile va en diminuant. On dit, dans le premier cas, 
que le mouvement est uniformément accéléré; dans le second 
cas, le mouvement est uniformément retardé. 

Appelons v^ la vitesse initiale du mobile, v sa vitesse au bout 
de t unités de temps, et w T accélération; l'accroissement de vi- 
tesse pendant le temps / sera égal kwt, on aura donc 

V — VQ=Wt, 
d'où î;=:t?o-hW^ 

Cette formule convient à tous les cas, si l'on a soin de donner 
à raccéicration zi^le signe -+- ou le signe — , suivant que le mou- 
vement est accéléré ou retardé. 

i«o. — Pour évaluer l'espace parcouru par un mobile animé 
d'un mouvement uniformément accéléré, nous considérerons 
d'abord le problème inverse. Nous avons vu déjà (H8) que, si 
l'espace parcouru par un mobile pendant le temps t est propor- 
tionnel au carré du temps, c'est-à-dire représenté par a<*, la vi- 
tesse de ce mobile au temps t est égale à 2at; cette vitesse est 
donc proportionnelle au temps et le mouvement est uniformé- 
ment accéléré. 

Plus généralement, supposons _qu 'un mobile ait un mouve- 
.ment rectiligne et que sa distance t un point fixé de la trajec- 
toire, au bout du temps t, soit exprimée par un polynôme du 
second degré de la forme 

le mouvement est uniformément varié. 
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En effet, m bétit «au éempta i" la dtstaiice 4u ibûbile au point 
'fixe^era 

L'espace parcouru pondiàid le temps t'—r ^ est 
ff.—e=h(l'—t)^c(t'^ — ^ 

la vitesse moyenne pendant ce temps est 

Supposons que l'intervalle de temps f — t diminue de plus en 
plus, la vitesse moyenne a pour limite b-h2ct] c'est la vitesse 
V du mobile au t^mps t. Qn a donc 

v=b-±2ct. 

La vitesse varie de quantités égales en. des itemps égaux, le 
mouvement est donc uniformément varié ; la vitesse initiale est 
égale à bj et Taccélératipu est égale à 2c. L'espace paircouru par 
le mobile pendant le temps t est d'ailleurs égal à 

bt-^ctK 

iSi. — JSéciproguement, si un mobile a un mouvement fecti- 
ligne, et si la vitesse de ce mobile est représentée par Texpression 

l'espace parcouru par ce mobile pendant le temps t est égal à 

En effet, il est évident que si deux mobiles, partant en même 
temps du même jpoint et marchant suivant la même droite, ont 
constamment des vitesses égales et dirigées dans le même sens, 
ces deux mobiles resteront ensemble et parcourront exactement 
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ic mcrti^ clicmin. la vitesse du second mobile 6 + 2cf étant con- 
stamment égale à celle du premier, les chemins parcourus par 
ces deux mobiles pendant le même temps seront égaux; comme 
le chemin parcouru par le premier est bt + cPj le chemin par- 
couru par le second aura la même expression : le produit de la 
vitesse initiale par le temps, et la moitié du produit de Vaccé- 
lération par le carré du temps. 

is». — Si donc, la vitesse d'un mobile est représentée par 

Tespace parcouru par ce mobile pendant le temps t est 

, wt^ 

Soit XY (fig. 111) la trajectoire du mobile, A sa position 

initiale, M sa position 



^ " ^ au temps t^ on aura 

fig.iii. donc 



Appelons e^ la distance OA de la position du mobile à un point 
fixe de sa trajectoire, e la distance OM du mobile à ce même 
point nu bout du temps t^ cette dernière distance sera exprimée 

par la formiie 

e=e^-hvJt-\-'^. 

Cette formule, comme celle que nous avons obtenue pour le 
mouvement uniforme, convient à tous les cas, si Ton considère 
comme positives les longueurs comptées à droite du point 0, et 
comme négatives les longueurs comptées en sens contraire, dans 
la direction OX. 
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■oaTemeal r«otf U^im qa«loonqa«. — AeoélénMou 

êtt. — Soit V la vîtesse du mobile à l'époque 1 dans un mou- 
vement rectiligne et v' la vitesse à Tépoque ^. Lé quotient 

7 r représente l'accélération moyenne du mobile ; c'est l'ac- 

i "■" r 

célération dont il devrait être animé pour acquérir, au bout du 
temps tf — t, le même accroissement de vitesse v' — v, si lé 
mouvement réel était remplacé par un mouvement uniformé- 
ment accéléré. 

L^époque t restant invariable, si la différence tf — t diminue 

, d' t? 

indéfiniment, le quotient p fend vers une limite détermi- 

née. Cette limite est Vaccélération du mobile considéré à l'épo-* 
que t\ elle a, pour chaque instant, une valeur particulière. 

Considérons, par exemple, un mouvement rectiligne dans 
lequel l'espace parcouru par le mobile, à partir d'un certain 
point, soit proportionnel au cube du temps 

e = a ^'. 
Pendant l'intervalle t! — ^ la vitesse moyenne est 

e'—e e^—e 

Cet intervalle diminuant de plus en plus, la vitesse v au temps 
t est 

v = Zat\ 

La vitesse au temps/ est, de même, v'=5al'* et l'accéléra- 
tion moyenne, pendant l'intervalle du temps f — f , est 

Faisant, de nouveau tendre vers zéro la différence tf — t, l'ac- 
célération w à l'époque t devient 

w = Zax2t=z QaL 
Dans ce cas, l'accélération est proportionnelle au temps. 
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iS4. — Considérons un mobile qui décrit une courbe quelcon- 
que. Soit M (fig. 112) la position du mobile au temps t, Ht sa 

MM' 

position au temps tf. Menons la droite MM'; le rapport ^ est 

la vitesse qu'aurait dû posséda le mobile pour aller du point M 
au point M' pendant le temps 
t — /, duQ mouvement rectili- 
gne et uniforme; on appelle ce 
rapport la vitesse moyenne du Tîgr. m 

nobile pendant le temps f — L Cette vitesse moyenne est une 
certaine longueur MA' que Ton doit porter sur la droite MM\ 
a partir du point iL Imaginons que l'intervalle de temps f — t 
diminue de plus en plus, le point M' se rapproche indéfiniment 
du point M, et la vitesse moyenne MA' tend vers une certaine 
limite MA, qu'on appelle la vitesse du mobile au temps t. La vi- 
tesse moyenne, étant dirigée suivant la sécante MM', sera à Ja 
limite dirigée suivant la tangente au point M. La vitesse du mo- 
bile en un point est donc une certmne longueur portée sur la 
tangente à la trajectoire et dans un certain sens. 
La vitesse moyenne a pour valeur 



corde MM' , . corde MM' arc 



tf—t '--"^-" arc MM' ^ H—i " 

Quand l'intervalle t^^-t diminue de plus en4)lus, le rapport de 
la corde MM' à l'arc correspondant tend vers runité; la vitesse a 

donc pour valeur la limite da rapport —^ — r-, c'est-à-dire la li- 
mite du rapport de l'espace parcouru au temps employé à le 
parcourir. 
Si le ntôbile a un mouvement uniforme, e'est^-diner «'il par-> 
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court sur sa trajectoire des esjpaces égaux en des temps ^gaux, 
sa vitesse est constante en grandeur, mais non en direction, car 
cette, vitesse est en chaque point Urgente à la trajectoire. 

Quand le mobile décrit une circonférence d'un mouvement 
uniforme, le mouvement est dit circulaire et uniforme. 



MonvMBMit do rotation anlCormo. — Vitosse «aggloiro 

its. — Considérons un corps solide tournant autour d une 
droite fixe; chacun des points de ce corps solide décrit une cir- 
conférence dont le centre est situé sur la droite fixe, et doni le 
plan est perpendiculaire à cette droite. Un pareil monvement est 
dit mouvement de rotation^ et la droite fixe est appelée axe de 
rotation. 

Le mouvement de rotation est uniforme quand le corps tourne 
autour de l'axe de quantités égales en des temps égaux; dans ce 
cas, chaque point a un mouvement circulaire uniforme. Deux 
points également éloignés de Taxe ont évidemment des vitesses 
égales, puisqu'ils parcourent des circonférences égales en des 
temps égaux. 
On ap|)elle vitesse angulaire de rotation, la vitesse d'un point 

situé à l'unité de distance de l'axe. 

La vitesse d'un point quelconque 

peut être calculée très-facilement 

au moyen.de la vitesse angulaire. 

Soit M (fig. 115) la position d'un 

^^^' **'• point quelconque au temps U 

MO ia distance de ce point à Taxe; prenons sur la droite 

MO un point N situé à une distance NO de Taxe égale à l'unité. 

Au temps C, le point M est venu en M', et le point N en N'; là 

MM' 

vitesse du point M est égale à la limite du rapport fr—ii celle du 

NN' . '■ 

point N à la limite de - — -• Le rapport de ces vitesses moyen- 
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, . , , MM' , . , , MO . 

nés est égal a -j^ ou bien au rapport des rayons -j^, puisque 

les arcs MM' et NN' correspondent au même angle au centre. Par 

suite, le rapport des vitesses des deux points M et N sera aussi 

MO 
égal à jTTz. Appelons v la vitesse du point M, r la distance HO 

à Taxe, iù la vitesse du point N, on aura donc 

t>_MO_r 
5"" NO""? 

d'où l'on tire 9= cor. 



La vitesse d^un point quelconque est donc égale au produit 
de la vitesse angulaire par la distance de ce point à Taxe de rota- 
tion. 

CHAPITRE II 

COMPOSITION DES MOUVEMENTS 

f t«. — Lorsqu'un système de points matériels est tel que les 
distances de tous ces -points deux à deux sont invariables, tous les 
points sont en repos les uns par rapport aux autres. Si les dis- 
tances lie Tun des points en particulier M aux autres points du 
système varient avec le temps, ce point est en mouvement dans 
le système. 

Quand on connaît le mouvement d'un mobile dans un système 
et le mouvement simultané de ce système dans un second, on 
peut se proposer de déterminer le mouvement du mobile dans 
le second système. Cette opération s'appelle la composition de 
dcnx mouvements simultanés, et le mouvement qui provient 
ainsi de la composition de deux autres s'appelle mouvement 
résultant. 

ttn. — La question peut être plus complexe. Imaginons un 
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mobile M qui se meut dans un premier système A« en même 
temps que le système A se déplace dans un second système B, et 
ce système B lui-même dans un troisième système C. Pour obte- 
nir le mouvement du mobile M dans le système C, il faudra com- 
poser trois mouvements simultanés, qui sont : 1^ le mouvement 
du mobile M dans le système A ; 2® le mouvement du système A 
dans le système B ; 5* le mouvement du système B dans le sys« 
tèmeC. En continuant ainsi, on voit qu'on peut avoir à composer 
un nombre quelconque de mouvements. 

Tous les mouvements que nous pouvons observer sont de cette 
nature. Considérons, en effet, une bille qui se déplace sur le pont 
d'un bateau, en même temps que le bateau se meut lui-même le 
long d'une rivière. On obtiendra le mouvement de la bille par 
rapport à la rive en composant le mouvement de cette bille sur 
le pont avec le mouvement du bateau par rapport à la rive. La 
rive fait partie de la terre; elle participe donc au mouvement 
de rotation de la terre sur elle-même et à son mouvement 
autour du soleil. Enfin le soleil lui-même parait se mouvoir dans 
Fespace. 

i»8. — On dit qu'un système a un mouvement de translation, 
lorsque tous les points de ce système éprouvent pendant le même 
temps des déplacements égaux et parallèles. Considérons dans 

le système trois points non en li- 
gne droite, et soient A, B et C 
(fig.l 14) les positions de ces trois 
^•vs^v points au temps t. Au temps t\ 
ces points seront venus en A', B', 
C. Les droites AA' et BB', qui re- 
présentent les déplacements des 
^' iiA- deux points A et B pendant le 

temps tf—ty étant égales et parallèles, la figure ABB'A' est un 
parallélogramme, et la droite A'B' est égale et parallèle à BA. De 
même les droites A'C etB'C sont respectivement égales et paral- 
lèles à AC etBC. Le triangle ABC s*est donc transporté parallèle- 
ment à lui-même en A'B'C^ Il en serait de même de toute autre 
figure tracée dans le système. Ce mouvement de translation sera 
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d'ailleurs rectiligne ou curviligne, suivant que la trajectoire 'le 

chaque point sera droite ou courbe. 

Quand un syaième estaoîmé d*un mouvement de translation^ il 
est facile de voir que les vitesses de tous les pointa sont à chaquo 
instant égales et parallèles. En effet, pendant le temps V — t^ tes 
vitesses moyennes des points A, B, G sont respectivement égales 
et parallèles , puisqu'elles sont représentées par les quotients 

AA' BR' CC' 
égaux 7 — -, -; — -, p — -, et que les droites AA', BB', CC sont pa- 

rallèles. Cette relation ne cesse pas d'avoir lieu quand le temps t' 
se rapproche indéfiniment du temps t^ et alors les vitesses 
moyennes deviennent les vitesses des différents points au 
temps t. 

Lorsque les différents points d'un système n'éprouvent pas 
pendant le même temps des déplacements égaux et parallèles, le 
mouvement du système n'est pas un mouvement de translation. 
Par exemple, dans le mouvement de rotation, il n'y a que les 
points situés sur une parallèle à Taxe qui prouvent constamment 
des déplacements égaux et parallèles. 

Nous ne considérerons la composition desmouvements que dans 
le cas où les systèmes seront animés de mouvements de transla- 
tion rectilignes. 



Composition do deux monTomento rectiilfl^noo et anlformes 
■nivaiit la mémo droito 

tm. — Cherchons d'abord à composer deux mouvements rec- 
tilignes et uniformes s'effectuant suivant la même ligne droite, 
éi dans le même sens. 

Imaginons, par exemple, ^ m •*' "' ^ 

qu'un mobile M (fig. 115) ^'^' '^^' 

se meuve d'un mouvement uniforme sur une droite XY» pen- 
dant que la droite se déplace aussi d'un mouvement uniforme 
parallèlement à elle-même et dans le même sens. Soit M la posi- 
tion du mobile à une certaine époque, M' le point de la droite 
ou est venu le mobile au bout du temps I. Pendant ce temps^,la 
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droHe^est^iépIacie anssi , emportant le mobile arvcc elle, et le pmnt 
M' de cette droite est venu en M' ; k mobite se truave donc en M" an 
bout du temps ^ et il a parcouru 1 espace MM". On a d'ailleurs 

MM'=MM'-hM'M^ 

Appelons via vitesse du mobile sur la droite, et \/ la vitosse de 
tniislation de la droite ; on aura 

mv=vt, 

M'M"=i;'t; 
par suite, MM''= vt H-t;'^ = (v -4- v') f . 

Le mouvement résultant est donc aussi uniforme, puisque Tes* 
pace parcouru est proportionnel au temps. En appelant V la vitesse 
du mouvement résultant, on a 

La vitesse du mouvement résultant est donc égale à la somme 
des vitesses des deux mouvements proposés. 

tau. — Supposons maintenant que le mouvement de transla* 

tion de la droite soit de sens 
1 Si î^ ff Y contraire au mouvement du 

Fis. ^16. mobile sur cette droite. Le 

mobile se déf^ace sur la droite dans le sens XY (fig. 11 6) avec 
une vitesse n, et, en même temps, la droite marche en sens 
eootraire, dans la direction YK, avec une vitesse v\ 

Il y a deux eaa à distinguer, suivant que la vitesse du mobile 
sur la droite est plus grande ou plus petite que la vitesse de 
translation de la droite. 

Supposons d*abord v > v\ Pendant le temps U le mobile a 
parcouru sur la droite un espace MM' égal à vi^ et le point M' de 
la droite a parcouru, en sens contraire, un espace M'ÎP égal à 
1)7. Le mobile se trouve en M*, le déplacement résultant est 
MM^ et Ton $i 

MM' = MM' — M'M' = »^ — v7 = (t; — v') t. 
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Le mouvement résultant est encore uniforme. La vitesse Y de 
ce mouvement est donnée par la formule 

Y=:v—V. 



Si v<v^, le déplacement M'M*'(fig. H7) de la droite est plus 

grand que le déplacement _ 

MM' du mobile sur cette x "* ^' 5? ^ 

droite. Au bout du temps / Rf* in. 

le mobile se trouve donc à gauche du point M, en un point W^ 
et Ton a 

MM'=M'M-' — MM' = i;7— t;/=(t;' — v)/. 



Le mouvement résultant est encore uniforme, mais il est de 
même sens que celui de la droite, et la vitesse V de ce mouvement 
a pour valeur 

y=zv'—v. 

Dans les deux cas, la vitesse du mouvement résultant est égale 
à la différence des vitesses des deux mouvements proposés et de 
même sens que la plus grande. 

131. — On peut comprendre tous ces résultats dans une 
même formule^ en convenant de regarder comme positives les 
vitesses des mouvements qui ont lieu dans un certain sens, dans 
le sens XY par exemple, et comme négatives les vitesses des mou- 
vements qui ont lieu en sens co:. traire. Dans tous les cas, la vi- 
tesse V du mouvement résultant sera donnée par la formule 

en ayant soin d'affecter les vitesses v et t/ de signes convena- 
bles. Le mouvement résultant aura lieu dans le sens XY ou dans 
le sens contraire, suivant que la vitesse V sera positive ou né- 
gative. 
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Donc, le mouvement résultant de deux mouvements reetilignes 
et uniformes suivant la mime droite est un mouvement rectiligne 
uniforme^ et sa vitesse est égale à la somme algébrique des vi- 
tesses des mouvements proposés. 

Il y a un cas particulier remarquable, c'est celui où les vi 
tesses v et v' sont égales et de signes contraires; alors la vitesse 
du mouvement résultant est nulle. Pendant le temps tj le mobile 
parcourt sur la droite une certaine longueur MM' dans un sens, et, 
en même temps, la droite parcourt en sens contraire une longueur 
égale M'M ; le mobile reste constamment au point M. 

Nous pouvons remarquer aussi que le mouvement résultant 
ne changerait pas, si v' représentait la vitesse du mobile sur la 
droite et i; la vitesse de translation de la droite. C'est là une 
observation générale. Le mouvement résultant reste le même 
quand on remplace l'un par Tautre le mouvement d'un mo- 
bile dans un système et le mouvement de translation du sys- 
tème. 

ist. — Appliquons à un exemple cette composition de deux 
mouvements. Imaginons un bateau qui descend un fleuve; appelons 
V la vitesse du bateau par rapport à l'eau du fleuve supposée im- 
mobile, et v' la vitesse du courant. Le bateau glisse sur Teau avec 
une vitesse v, et en même temps le courant l'emporte avec une 
vitesse tx^ Si le bateau marche sur l'eau dans le sens du courant, 
la vitesse du mouvement résultant, c est-à-dire la vitesse du ba- 
teau par rapport à la rive, sera égale à r H-v'. Au contraire, si 
le bateau gjisse sur Teau en sens contraire du courant , les vi- 
tesses v et v' sont de sens contraires, et la vitesse du mouvement 
résultant sera égale à t; — t;'. Si v est plus grand que v\ le bateau 
remonte le courant ; si v est plus petit que v\ le bateau se dé- 
place par rapport à la rive, dans le sens du courant, avec une vi- 
tesse égale à v' — v. Enfin, si v=v'^ la vitesse résultante est nulle, 
et le bateau reste en place par rapport à la rive. 

ISS. — On peut étendre la même règle à la composition d'un 
nombre quelconque de mouvements uniformes suivant la même 
ligne droite. On déterminera d'abord le mouvement résultant des 
deux premiers ; on composera ensuite ce mouvement résultant 

MéCAN. MASCART. 
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iTec le troisième, et ainsi de suite. On Terrait ainsi que la vi- 
tesse du mouvement résultant final est égale à la somme algé- 
brique des vitesses des mouvements proposés. 



CSMBpoailloB de d««x ■••«▼•nMite raoUllirB** «BlforanéaitBt ^mKiém 
mvhrmmî la mêoM drttlU 

iS4. — Ce cas de composition de deux mouvements est très- 
important; nous aurons à nous en servir plus tard en dynamique. 

Imaginons un mobile par- _^________ 

courant la droite XY (fig. "^ î ^' ir y" 

118} d'un mouvement uni- fi-iis. 

ibrmément varié, et la droite elle-même glissant dans le même 
sens d'un mouvement uniformément varié. Soit M la position 
du mobile sur la droite à une certaine époque, v^ sa vitesse 
elt^; son accéléralion; soit aussi v'^la vitesse de translation de la 
droite à la même époque, et w' son accélération. Au bout du 
temps tj le mobile a parcouru sur la droite une longueur MM' 

égale à v^ ^H- -5-; en môme temps, le point M' de la droite est 

venu en M" et a parcouru un espace M' M" égal a v'^t-l- -^ . Le 

mobile se trouve en M% le déplacement résultant est MM'', et 
Ton a 

w /* w' i* 

MM"=MM'H-M'M"=»,t+y-l-»',t-l- -j-f 

Le mouvement rôsullant est donc aussi uniformément accéléré, 
la vitesse initiale V^ de ce mouvement est égale à la somme 
^0 ■+* ^ù ^^^ vitesses ini*:ales des mouvements proposés ; la vi- 
tesse y au temps t est 
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On Toit qu'elle est encore égale à la sommme des Titesaes dea 
mouvements proposés. 
L'accélération Wda mouvement résultant est 

elle eat aussi égale à la somme des accélérations des mouvements 
proposés. 

On verrait, de même, que les formules qui précédent convien- 
nent à tous les cas qui peuvent se présenter. Il suffit de considé- 
rer comme positives les vitesses et les accélérations qui sont 
comptées dans un sens , dans le sens XY par exemple , et , 
comme négatives, les vitesses et les accélérations qui sont comp- 
tées en sens contraire. 



CompocttloB âm âmvx aMaTauMste r9miakgmmm «C afliroraiM 
dans d«ax diraotiaiia difTércntes 

ISS. — Cherchons maintenant à composer deux mouvements 

^ A A^ T rectilignes et uniformes de directions 

y\~ Y V quelconques. Pour nous représenter ces 

\ ^\^\ \ deui mouvements simultanés, imagi- 

y. \a^ \ lions qu'un mobile se meut d'un mou- 

V I^^ vcment uniforme sur une droite OX 

\ (fîg. 11 9), pendant que la droite se meut 

^^ d'un mouvement de translation uniforme 

^'«•*^^- parallèlement à une autre droite OY. 

Soit la position du mobile à une certaine époque, v ia vitesse 
du mobile sur la droite OX, et t^ la vitesse de translation de cette 
droite. Au bout du temps t, le mobile a parcouru sur la droite 
OX une longueur OA égale k vt; en même temps, le point de 
cette droite a parcouru une longueur OB égale à t^i, et le point A 
de. la même droite a parcouru aussi une longueur ÂM égale et pa- 
rallèle à OB; le mobile se trouve donc en M. On aurait de même 
la position M' du mobile au bout du temps f en prenant une lon- 
gueur OA' égale à 91", etea menant parallèlement a OY une droite 
àU'égaleàiKi'. 
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On peut déterminer ainsi à chaque instant la position du mo- 
bile, on connaît donc son mouvement. 

Je dis d'abord que la trajectoire est rectUigne. En effet, on a, 
pour le temps I, 

OA=vt, AM=tK^ 
et, pour le temps f , 

On déduit de ces équations 

0A_ AM_t 

OA'""A'M'""?* 

Joignons le point aux deux points M et M', nous formerons 
ainsi les deux triangles OAM et OA'M'. Ces deux triangles ont 
Tangle A égal à Pangle A' comme correspondants, et ces deux 
angles sont compris entre côtés proportionnels ; les deux trian- 
gles sont donc semblables, Tangle AOM est égal à Tangle A'OM% 
et, par suite, les trois points 0, M, M' sont en ligne droite. Les 
différentes positions du mobile étant constamment situées sur 
une même ligne droite, on en conclut déjà que le mouvement 
résultant est rectiligne. 

Les mêmes triangles donnent la proportion 

OM _0A _t 
0M'~0A'~f* 

Les espaces OM et OM^ parcourus pendant les temps t et fy 
étant proportionnels aux temps, on voit que le mouvement ré- 
sultant est uniforme. 

li est facile de déterminer la vitesse du mouvement résultant. 
Supposons que le temps t soit égal à Tunité, la longueur OA, 
étant l'espace parcouru par le mobile sur la droite OX pendant 
Tunité de temps, représentera la vitesse v du mobile sur cette 
droite; de même, AM est la vitesse v' de translation de la droite. 
Le mobile est au point M au bout de l'unité de temps, OM repré- 
sente donc la vitesse V du mouvement résultant ; on voit que OM 
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est la diagonale du parallélogramme construit sur les deux droi- 
tes OA et AM. 

Donc, le mouvement résultant de deux mouvements rectilignes 
et uniformes est aussi reetiligne et uniforme^ et la vitesse du mou- 
vement résultant est représentée en grandeur et en direction par 
la diagonale du parallélogramme construit sur les vitesses des 
deux mouvements proposés. 

Celte vitesse V s'appelle la vitesse résultante des deux vites- 
ses V et v' qu'on appelle les composantes, 

136. — On voit que la règle à suivre pour composer deux vi- 
tesses est la même que pour composer deux forces. On peut aussi 
composer un nombre quelconque de mouvements rectilignes et 
uniformes. Pour cela, on composera d'abord les deux premiers 
mouvements, puis le mouvement résultant des deux premiers 
avec le troisième, et ainsi de suite. Il est clair que le mouvement 
résultant final sera reetiligne et uniforme, puisque chacun des 
mouvements résultants partiels est reetiligne et uniforme. On 
obtient la vitesse résultante V par la même méthode que si Ton 
cherchait la résultante d un nombre quelconque de forces appli- 
quées à un même point. 

Soit (fig. 120) la position du mobile à une certaine époque, 
Vj v\ ifj \f' les vitesses de quatre mou- 
vements à composer. Par l'extrémité 
A de la droite OA qui représente la 
première vitesse v, menons une droite 
AB' égale et parallèle à la seconde vi- 
tesse v^ la droite OB' sera la diagonale 
* • ^ du parallélogramme construit sur les 

vitesses v et v\ elle représentera donc 
la résultante Y^ de ces deux vitesses. 
Menons ensuite la droite VÇ/ égale 
et parallèle à la troisième vitesse vf\ OC représentera la résul 
tante Yt des deux vitesses Y^ et v', et, par suite, la résultante 
dès trois vitesses v, »', v". Menons enfin la droite CD' égale et 
parallèle à xf"\ 01/ représentera la vitesse résultante Y des quatre 
vitesses proposées. 
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DonCy pour eomposer un nombre quelconque de mouvementé 
rectilignes et uniformes^ on construit un polygone qui a pour 
côtés les vitesses de tous les mouvements proposés ; la ligne qui 
ferme le polygone représente en grandeur et en direction la vir 
iesse du mouvement résultant. 

La vitesse résultante est nulle, et, par suite, le mobile est au 
repos, quand le polygone ainsi construit 
est fermé. 

Lorsque Ton a à composer trois 
mouvements, la vitesse résultante Y 
(6g. 121) est la diagonale du parallé- 
lipipède construit sur les vitesses com- 
posantes V, f/y V*. 

iS9. — Nous pouvons établir entre les vitesses composantes 
et leur résultante les mêmes relations que noas 
avons établies entre les forces (20). 

Le triangle OAC (fig. 122), dans lequel les 
côtés OA et AC représentent les vitesses com- 
posantes V et t/, donne 




Fig. m. 



OG* = OA' 



AG' — 2.0A.AC.COS0AC. 




Fig. 122. 



Désignant par (v,t;') Tangle AOB formé par les directions des 
deux vitesses composantes v et v', on a 



cos OAC = — cos AOB = — cos (v, v'); 



ce qui donne 



V» = »• 4- 1;'* 4- 2vt/ cos (», t/) . 



Si les deux vitesses composantes sont rectangulaires, le 
cosinus est nul, et il vient 

Dans ce cas, le carré de la vitesse résultante est ^al à la somme 
des carrés des vitesses composantes. 

On peut remarquer aussi que si les vitesses sont parallèles et 
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ne même sens, il vient 

et, par suite, 

Si les vitesses composantes sont parallèles et de aena con- 
traires, on a 

et, par suite» 

V=r— v'. 

Ces résultats sont d'accord avec ce que nous avons dit plus 
haut sur la composition de deux mouvements uniformes suivant 
la même droite. 

Quand on a à composer trois vitesses perpendiculaires deux à 
deux, le parallélipipède construit sur ces trois vitesses est rec- 
tangle; alors le carré de la diagonale est égal à la somme des 
carrés des trois arêtes issues d'un même sommet, ce qui donne 

V»=t;« -h !;'•-*-(;"«; 

le carré de la vitesse résultante est égal à la somme des carrés 
des vitesses composantes. 

139. — Appliquons encore cela à un exemple. Un bateau 
marche sur un fleuve, d'un mouve- 
ment rectiligne et uniforme, avec une 
vitesse OA (fig. 123), et, en même 
temps, le couraut Tentraine avec une 
vitesse OB ; le mouvement du bateau 
par rapport à la rive a lieu suivant 
la diagonale OC du parallélogramme construit sur les deux vi- 
tesses A etOB, avec une vitesse représentée par OC. Le bateau 
parti du point d'une rive alteindra l'autre rive au point D. 
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DéooMposltt«B d'aas irlt«HM •■ plusleors aotrea 

iS9. — Quand un mobile est animé d'un certain mouvement, 
on peut considérer ce mouYement comme résultant de deux ou 
plusieurs mouvements simultanés. Si le mouvement proposé est 
recliiigne et uniforme, on peut le décomposer en deux ou plu- 
sieurs mouvements rectilignes et uniformes, et décomposer I9 
vitesse de ce mouvement en deux ou plusieurs vitesses compo- 
santes. 

Les lois seront les mêmes que pour la décomposition d'une 
force en plusieurs autres. 

Si l'on veut décomposer une vitesse en deux autres situées dans 
un même plan avec la vitesse proposée, la question donnera encore 
lieu à plusieurs problèmes dirférents. En effet, on peut se don- 
ner, comme pour les forces (21) : 

1^ Les directions des deux vitesses composantes ; 

2^ La grandeur et la direction de Tune des composantes ; 

3^ Les grandeurs des deux vitesses composantes; 

4* La grandeur d'une composante et la direction de l'autre. 

Dans les deux premiers cas, le problème est toujours possible et 
n'admet qu'une solution. Dans le second cas, quand le problème 
est possible, il admet deux solutions symétriques. Enfin, dans le 
troisième cas, le problème admet deux solutions, ou une seule, ou 
bien est impossible. 

i40. — Considérons, par exemple, un bateau qui marche sur 
un fleuve, du point (fig.124) d'une rive au point D de l'autre 
rive, d*un mouvement rectiligne et uni- 
forme, avec une vitesse OC; la direction 
du mouvement du bateau sur Teau est 
OX : on demande la vitesse du bateau par 
rapport à l'eau, et la vitesse du courant. 0" 

Les directions des vitesses composantes ^^- ^^^^ 

sont données. Il suffit de mener CA parallèle à la jrive, et CB 
parallèle à OX ; OA sera la vitesse du bateau par rapport à Teau, 
et OB la vitesse du courant. 
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Quelle \ilesse Taut-il donner au bateau pour qu'il aille du 
point au point D, avec une vitesse donnée OC, la vitesse du 
courant étant OB? On connaît la grandeur et la direction d'une 
des composantes. Il suffit de joindre CB; la droite OA, égale et 
parallèle à BC,,sera la vitesse cherchée. 

Le problème peut se présenter sous d'autres formes. Par 
exemple, cherchons quelle direction il faut donner à un bateau 
marchant avec une vitesse donnée, pour qu'il traverse le fleuve 
suivant laligne OD(fig.l25),lavitesseducourantétantOB. Suppo- 
sons le problème résolu, et soit OA la direction du bateau : il faut 
que la résultante OC de la vitesse du courant et de la vitesse du 

y bateau soit dirigée suivant OD. 

i c^- Pour déterminer le point C, dé- 

\ /y^i^ \ crivons du point B comme centre, 

*'',.:^— -\--S^^^ \\ avec un rayon égal à la vitesse 

^"^^^ ^"^"^^B du bateau, un arc de cercle qui 

Fig. 125. coupera la ligne OD en C, joignons 

BC et menons OA parallèle à BC; nous aurons ainsi déterminé 
la direction du bateau. Il y a en général deux solutions, car Tare 
de cercle décrit du point B comme centre coupe la droite OD en 
deux points C et C, ce qui détermine pour le bateau deux direc- 
tions OA etOA'. Dans le premier cas, la vitesse résultante est OC; 
dans le second cas, elle est seulement 0C^ le bateau arrivera en« 
core au point D, mais au bout d'un temps plus long. 

Si le point Ç! tombe sur le prolongement de DO, la seconde 
solution ne répond évidemment pas à la question. Enfin le pro- 
blème est impossible si la vitesse du bateau est plus petite que 
la perpendiculaire BP abaissée du point B sur la droite OD. 



141 . -*- Quand un mobile a un certain mouvement dans n 
système, ce mouvement est celui qu'apercevrait un observateur 
faisant partie du système; on l'appelle mouvement apparent du 
mobile dans le système. On peut se proposer de déterminer le 
mouvement apparent d'un mobile dans un système A, nuanil on 
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connaît le ttioufement du mobile dans un système B, et le mou- 
vement simultané du système A dans le système B. Pour cela il 
suffit de remarquer que le mouvement du mobile dans le sys- 
tème B est le mouvement résultant du mouvement apparent du 
mobile dans le système A^ et du mouvement du système A dans 
le système B. 

Supposons que le mouvement du mobile dans le système B est 
rectiligne et uniforme, avec une vitesse égale à OC (fig.l26)vet 
que le système A a un mouvement de translation rectiligne et 
uniforme avec une vitesse égale à OB. La a c 

vitesse OC est la résultante delà vitesse OA A yî 

du mobile dans le système A, et de la vitesse y / X / 
OB du système A dans le système B; il suffit / iX ; 
donc, pour déterminer OA, de décomposer ^ o ^s 

la vitesse OC en deux, dont l'une OB est Fig.i^e 

connue en grandeur et en direction. Nous avons déjà résolu celte 
question plus haut. 

On présente souvent la solution de ce problème sous une autre 
forme. La vitesse OA peut être considérée comme la résultante 
de la vitesse OC, et d'une vitesse OB' égale et contraire à la vi- 
tesse OB. 

Donc, pour déterminer la vitesse apparente d'un mobile dans 
un système A, quand on connaît le mouvement de ce mobile dans 
un système B, et le mouvement de translation du système A dan» 
le système B, il faut composer la vitesse de ce mobile dans le sys- 
tème B, avec une vitesse égale et contraire à la vitesse de tram^ 
lotion du système A dans le système B. 

t4Z, — Nous avons déjà donné un exemple de cette décom- 
position de mouvement en cherchant la vitesse d'un bateau par 
rapport à l'eau d'un fleuve quand on connaît la vitesse du bateau 
par rapport à la rive, et la vitesse du courant. 

Imaginons encore deux bateaux situés sur un lac, l'un en 0, 
l'autre en 0' (fig. 127), et marchant tous deux d'un mouvement 
rectiligne et uniforme, le premier avec une vitesse OA, le second 
avec une vitesse O'A'. Proposons-nous de déterminer le mouve- 
ment relatif du premier bateau par rapport au second, c'est-à* 
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dire le mouvement qu'aurait le premier bateau aux yeux d'un 
observateur placé sur le second. 
Il suffit de composer la vitesse OA du premier bateau avec 
une vitesse égale etde sens contraire à la 
vitesse O'A' du second ; pour cela nous 
mènerons la droite AB égale et parallèle 
à (yX'y OB sera la vitesse apparente du 
premier bateau par rapport au second. 
De même, en menant la droite A'B' égale 
et parallèle à OA, on obtiendra la vitesse 
np^>arente O'B' du second bateau par 
rapport au premier. Ces deux vitesses 
^ apparentes OB et O'B' sont égales, paral- 

Fig. 127. lèles et de sens contraires. 

Si les deux bateaux marchent sur deux droites parallèles et 
dans le même sens, la vitesse apparente est égale à la différence 
des vitesses de chacun d'eux; si les vitesses des deux bateaux 
sont égales, la vitesse apparente est nulle, les deux bateaux 
restent à la même distance lun de Pautre. Si les vitesses, étant 
parallèles, sont de sens contraires, la vitesse apparente est égale 
à leur somme ; on sait, en effet, que quand deux trains de che- 
min de fer se rencontrent sur deux voies parallèles, chacun d'eux 
parait avoir une vitesse considérable aux yeux des observateurs 
placés dans l'autre . 

Ces considérations [permettent de résoudre facilement un 

grand nombre de questions. Par 
exemple, un bateau placé en 
(fig. 128) marche dans une direc- 
tion OD avec une vitesse v, repré- 
sentée par OA; un second bateau 
placé en 0' a une vitesse v'; on de- 
mande quelle direction il faut don- 
^ ner à ce second bateau pour qu'en 

Fig.tïs. marchant d'un mouvement rectili- 

gne et uniforme, il rencontre le premier. 

Pour que la rencontre ait lieu, il faut que la vitesse relative 



/_ 
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du second bateau par rapport au premier soit dirigée vers le pre-* 
mier, c'est-à-dire suivant la droite (KO. Menons la droite (KB égale 
et parallèle à OA, décrivons du point B comme centre, avec un 
rayon égal à v\ un arc de cercle qui coupera la ligne (KO en un 
point C ; le second bateau devra marcher suivant une droite O'A 
parallèle à BC, et la rencontre aura lieu au point D. 

On peut de même se donner la vitesse OA du premier bateau 
et le point de rencontre D, et se proposer de déterminer la gran- 
deur et la direction de la vitesse que doit avoir le second bateau 
pour que la rencontre ait lieu en ce point. Il est clair que la 
vitesse du second bateau est aussi dirigée vers le point D, et on 
obtiendra sa grandeur en menant la droite O'B égale et parallèle 
à OA, puis BC parallèle à O'D; la vitesse O'A' du second bateau 
est égale à BG. 

AccéléniHoB dans 1« moviwméBf oonrUigs* 

143. — Nous pouvons maintenant étudier de plus près la 
nature du mouvement curviligne. Supposons qu'un mobile 
décrive une courbe quelconque ML (6g. 129). Soit M sa position 




Fiff. 129. 

à l'époque I et MA sa vitesse, laquelle est tangente à la courbe 
(tS4) ; soient, de même. M' la position du mobile et M'A' sa 
vitesse au temps if.. 

Par le point M menons la droite MB égale et parallèle à M'A'. 
La vitesse M'A', ou MB, du mobile à l'époque If peut être consi- 
dérée comme la résultante de la vitesse primitive MA et d'une 
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vitesse MG égale et parallèle à AB ; cette dernière contribue à 

produire en même temps le changement de grandeur et de direc- 

âon de la vitesse primitive. 

MG 
Le quotient ^ 7 est Tacc^/^ra/îon moyenne du mobile pen- 

lant rintervalle du temps if — t; c'est une longueur MG^ portée 
dans la direction de MG. 

L'accélération moyenne MG^ varie d une manière continue, 
en grandeur et en direction, avec l'intervalle du temps V — L 
Elle tend vers une limite déterminée MG, lorsque l'intervalle 
de temps f — t diminue de plus en plus. 

La droite MG représente, en grandeur et en direction, Vaccé" 
léralion du mobile à l'époque t. 

Pour mieux faire comprendre l'existence de cette limite, 
menons à partir d'un point fixe (fig. 130) une droite Om égale 
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et parallèle à la vitesse MA du mobile au temps ^ puis une 
droite Om' égale et parallèle à la vitesse M'A' à l'époque t\ et 
ainsi de suite ; les extrémités de ces droites successives forment 
une courbe continue ml. On peut imaginer qu'un second mobile, 
décrivant cette courbe, se trouve respectivement aux pointa 
m^m',... en même temps que le mobile proposé occupe les poinis 
correspondants M,M',... Le triangle mOm' ayant ses côtés Om 
etOm' respectivement égaux et parallèles aux côtés MA et MB du 
triangle AMB, la droite mm' est égale et parallèle à AB ou MG 
et l'on a 

MG mm' 

r^=7 ~ r=n' 
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c'eàt-a-dire que l'accélération moyenne MG, du premier mobile « 
pendant le temps t — ^ est égale et parallèle à la vitesse 
moyenne correspondante mg^ du mobile auxiliaire. 

Si rintervalle de temps C — t diminue de plus en plus, la 
vitesse moyenne mg^ du mobile auxiliaire tend vers une limite 
mgy qui est tangente au point m à la trajectoire ml. Cette limite 
est la vitesse du second mobile ; elle reste égale et parallèle à la 
limite M6. Ainsi Taccélération d'un mobile sur une courbe peut 
être représentée par la vitesse d'un mobile auxiliaire sur une 
courbe correspondante. 

Prenons, comme exemple, le cas du mouvement circulaire 
uniforme. Soient R le rayon du cercle, M (fig. 131) la position 




Fig. 131. 

du mobile au temps f et MA = V sa vitesse. Menant par le 
centre du cercle la droite Om égale et parallèle à V, le point 
m sera la position correspondante du mobile auxiliaire. Ce der- 
nier décrit également une circonférence et sa vitesse mg = w 
est perpendiculaire à Om, c'est-à-dire parallèle à MO. Les deux 
circonférences sont parcourues pendant le même temps par les 
deux mobiles, puisque les rayons OM et Om sont toujours perpen- 
diculaires. Leurs vitesses sont donc proportionnelles aux rayons 
et l'on a : 

V mq w 



ou 



W 
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Ainsi raccélération dans le mouvement circulaire uniforme est 
égale au quotient du carré de la vitesse par le rayon et dirigée 
vers le centre. On Tappelle souvent accéléralion centripète. 

En désignant par (o la vitesse angulaire du mobile (t^s), on 
a V = (oR et Taccélération centripète peut s'écrire 

elle est égale au produit du rayon par le carré de la vitesse angu- 
laire. 

EXERCICES 



1. Trouver Texpression de la vitesse dans un mouTement tel que l'espace 
parcouru par le mobile soit représenté par ai*. 

2. Trouver le mouvement résultant de deux raouvements rectilignes dans 
lesquels les espaces parcourus sont représentés par ai* et bi*. — Montrer que 
le mouvement résultant est rectiligne et que l'espace parcouru dans ce mou- 
fement est aussi proportionnel à (". — C'est la généralisation de la question 
traitée au n"" 154. 

3. Un mobile animé d'un mouvement uniformément varié parcourt 23 mè- 
tres pendant la 11* seconde après son départ et 25 mètres pendant la 12*. 
Déterminer l'accélération et la vitesse initiale du mobile. 

4. On mobile parcourt une droite d'un mouvement uniformément accélé'ré 
avec une vitesse initiale de 10 mètres par seconde et une accélération de 
ô mètres ; un second mobile part du même point 5 secondes après le premier 
avec une vitesse initiale nulle et une accéléraUon de 10 mètres. Au bout de 
quel temps les deux mobiles seront-ils ensemble et quel chemin auront-ils 
parcouru? 



] 
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DYNAMIQUE 

CHAPITRE PREMIER 

LOIS EXPÉRIMENTALES 

144. — Mous ayons considéré jusqu'ici les forces dans le cas 
où elles se font équilibre; nous avons ensuite étudié le mouve- 
ment en lui-même indépendamment des causes qui le produisent, 
c'est-à-dire des forces. 

La cinématique est une sorte de géométrie particulière qui 
n'emprunte rien à l'expérience et qui repose sur les seules idées 
d'espace et de temps ; la statique fait intervenir une notion nou- 
velle qui est Tidée de la force. H nous reste maintenant à étudier 
les relations qui existent entre les forces et les mouvements 
qu'elles peuvent imprimer aux corps sur lesquels elles agissent, 
ou les modifications qu'elles apportent dans le mouvement. 

L'étude des forces à ce point de vue constitue la dynamique; 
elle repose sur des principes ou lois fondamentales auxquelles on 
a, été conduit par l'observation. Ces lois sont au nombre de deux : 
la première est connue sous le nom de loi de Vinertie; la seconde 
est la loi des mouvements relatifs. 

Loi de l'inertie 

145. — la loi de l'inertie comprend deux parties : 

1" Quand un point matériel est en repos dans Vespace^ si 
aucune cause extérieure n'agit sur luiy il reste en repos; 

2° Quand un point matériel est en mouvement dans l'es- 
pace^ si aucune cause extérieure n*agit sur lui, son mouve- 
ment est reoliligne et uniforme. 

On admet sans difficulté la première partie de la loi ; nous ob- 
servons constamment que les corps au repos restent au repos 
quand on les abandonne à eux-mêmes, et que, s'ils se mettent 
en mouvement, c'est qu'ils ont été sollicités par une force quel- 
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conque. L'expérience <le tous les jours, au. contraire, semble 
contredire la seconde partie de la loi. Une boule lancée sur un 
sol uni marche en ligne droite, mais sa vitesse diminue progres- 
sivement et la boule ne tarde pas à s'arrêter. Cette diminution 
progressive de vitesse est due aux inégalités du sol et à la résis- 
tance de Tair. Lançons la boule sur un plan de glace ou de mar- 
bre parfaitement poli, elle marchera pendant plus longtemps, et 
sa vitesse diminuera d'autant moins vite que la surface sera plus 
polie. On conçoit donc que si Ton pouvait supprimer d'une ma- 
nière absolue le frottement de la bille contre le plan, et aussi la 
résistance de Tair, cette bille marcherait indéfiniment en ligne 
droite, avec une vitesse constante, c'est-à-dire que son mouve*. 
ment serait rectiligne et uniforme. Nous admettrons donc aussi 
la seconde partie de la loi. 

Nous pouvons déduire delà quelques conséquences. Quand un 
point matériel est en repos, il reste en repos jusqu'à ce qu'une 
force agisse sur lui pour le mettre en mouvement. Si un point 
matériel est animé d'uii mouvement rectiligne et uniforme, c'est 
qu'il n'est soumis à aucune force ; mais si le mouvement n'est 
pas rectiligne et uniforme, c'est qu'une force agissant sur le mo- 
bile change à chaque instant la grandeur et la direction de sa 
vitesse. Quand le mouvement est rectiligne et non uniforme, la 
force agit toujours suivant la droite que décrit le mobile, dans le 
sens de la vitesse du mobile, ou en sens contraire, suivant que la 
vitesse va en augmentant ou en diminuant. Quand le mouvement 
est curviligne, c'est que la direction de la force est à chaque in- 
stant oblique à la direction de la vitesse du mobile ; elle fait dé- 
vier le mobile du côté vers lequel elle agit. Dans les deux cas, 
aussitôt que la force cesse d'agir, le mouvement devient recti- 
ligne et unilorme. 

X^ol das ttoavements relatifii 

146. —^ La seconde loi dont nous devons nous servir peut être 
énoncée ainsi : 

Quand un système de points matériels se meut dans Vespace 

us AV. NASCART. 10 
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iftfii mowoement de irm^slattOH^ si une forée agit sur Fun des 
points en partieiUier, le moiwemeni relatif que la force imprime 
à ce point dans le systèmCy est indépendani du mouvement géné- 
ral du système ; ce mouTement relatif est le même que si le 
système était au repos. 

On peut vérifier cette loi par rexpérieooe, dans le cas où le 
mouTement de translation du système est rectiligne et uniforme. 
Par exemple, quand nous sommes placés dans un train qui mar- 
che avec une TÎtesse constante et que nous exerçons des efforts 
sur les objets qui font partie da train, nous remarquons que nous 
lenr imprimons les mêmes déplacements que si le train était en 
repos, c'est-à-dire que si le mouvement de translation du sys- 
tème n'existait pas. Nous admettrons aussi ce priacipe dans le 
cas où le mouvement de translation du système n'est pas recti- 
ligne et uniforme, Uen qu'il soittrès-difGcile de le vérifier direc- 
tement. Du reste, toutes les conséquences que Ton peut déduire 
de ces deux principes qui servent de base à la dynamique sont 
constamment vérifiées par l'expérience : on doit donc admettre 
qne les deux principes sont vrais. 



tf vn potat m«téri«l aonmls h nme r«roe 
•• g f m«d« «r et en dircotiMi 

i49. — Supposons d'abord que le point matériel parte da 
re()Os. Soit (fig. 132) sa position initiale, OX la direction de la 

force ; il est évident que ce point o a « 

sera toujours situé sur la droite 

0' A' 

OX, et par conséquent le mou- •^^^ • 

vement sera rectiligne. Au bout ^y» ^• 

d'un certain intervalle de temps 8, fï^. 132. 

le mobile est arrivé en A, il a parcouru la longueur OA et a 
acquis une vitesse égale à a. Si, à partir de ce moment, la force F 
qui le sollicite cessait d'agir, le mobile M continuerait à se mou- 
voir en ligne droite avec une vitesse constante égale à a. 

Imaginons maintenant plusieurs points matériels M', M'... 
égaux au premier, situés d'abord en 0^, 0^* . et soumis à des 
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forces F', P... égales et parallèles à la force F. Tous ces points, 
au bout du temps 6, auront parcouru des droites O'A', 0"A'... 
égales et paralK^les à OA, et auront acquis des vitesses égales et 
parallèles à la vitesse a. Si toutes les forces F, F^ F''... cessent 
d'agir au bout du temps 0, tous ces points formeront un système 
animé d'un mouvement de translation rectilignc et uniforme. 
Supprimons seulement les forces F% F'..., et laissons la force F 
agir encore pendant un nouvel intervalle de temps égal à 0. Li' 
mobile M fait alors partie d'un système animé d'un mouvement 
de translation, et le mouvement relatifque la force F lui imprime 
dans le système est le même que si le système était au repos; au 
bout de ce nouveau temps 0, le mobile aura parcouru dans le sys- 
tème un espace égal à OA, et acquis une vitesse relative a. Sa 
vitesse absolue sera égale à la vitesse relative a, plus la vitesse a 
de translation du système, laquelle est parallèle et de même sens; 
elle sera donc 2a. Au bout d'un temps double, la force F a donc 
imprimé au mobile M une vitesse double. 

De même, faisons agir les forces F', P... sur les mobiles 
)r. M''... pendant le temps 20; chacun d'eux aura acquis une vi- 
tesse égale à 2a ; supprimons alors ces forces et laissons la force F 
agir pendant un nouvel intervalle de temps 6 sur le mobile M. Ce 
mobile acquerra une nouvelle vitesse relative égale à a ; par suite, 
sa vitesse absolue sera a + 2a ou 5a. 

En continuant ainsi, on voit que pendant chaque intervalle de 
temps égal à la vitesse du mobile augmente d'une quantité 
constante a; le mouvement est donc uniformémenl accéléré. 
Appelons ic; la vitesse acquise par le mobile au bout de l'unité de 
temps, V la vitesse au bout du temps t^ et e l'espace parcouru 
pendant le temps t^ on aura 

w t* 

148. —Si le mobile, au lieu de partir du repos, est animé 
d'une vitesse initiale v^ parallèle à la direction de la force et de 
même sens, on peut concevoir que ce mobile fait partie d'un 
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système animé d'un mouvement de translation reclilîgne et uni- 
forme avec une vitesse égale à v^. Sous l'inQuence de la force F 
agissant pendant le temps 6, le mobile acquerra dans le système 
une vitesse relative o, et par suite sa vitesse au bout du temps 
sera v^-ha. Au bout du temps 26, la vitesse du mobile serait de 
même t;^ + 2a; on voit qu'elle croit encore de quantités égales 
en des temps égaux, et que le mouvement est uniformément 
accéléré. Appelons u; l'accroissement de vitesse pendant Tunité 
de temps, v la vitesse au bout du temps t^ et e l'espace parcouru 
pendant le temps t, on aura 

v=v^'¥-wi\ e = vJ + Y' 

Si la vitesse initiale v^ du mobile est parallèle et de sens con- 
traire à la direction de la force, on peut encore concevoir qu'il 
tait partie d'un système animé d'un mouvement de translation 
rectiligne et uniforme avec une vitesse égale à i)^. La vitesse rela- 
tive a acquise par le mobile dans ce système au bout du temps 
8 sous l'influence de la force F étant de sens contraire à la vi- 
tesse du système, la vitesse absolue du mobile sera égale à v^ — a. 
Oh verrait ainsi que la vitesse diminue de quantités égales en des 
temps égaux, et, par suite, que le mouvement est uniformément 
retardé. Dans ce cas, les formules précédentes deviennent 

Donc, quand une force constante en grandeur et en direction 
agit sur un mobile partant durepos^ ou animé d^une vitesse ini- 
tiale parallèle à la direction de la force^ le mobile prend un mou* 
vement rectiligne uniformément varié. 

Ce mouvement est accéléré ou retardé suivant que la force 
agit dans le sens de la vitesse initiale ou en sens contraire. 

149. — Réciproquement, tout mouvement rectiligne uniformé- 
ment varié est produit par une force constante en grandeur et en 
direction. 
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En effet, quand un mobile est animé <l*un mouvement recti- 
ligne uniformément varié, on peut déjà en conclure qu'il est sou^ 
mis à une force^ puisque le mouvement n'est pas rectiligne et 
uniforme. En second lieu, la variation de vitesse, pendant un in- 
tervalle de temps 0, peut être considérée comme la vitesse rela- 
tive acquise par le mobile dans un système animé d'un mouve- 
ment de translation rectiligne et uniforme. Or, les variations de 
vitesse du mobile que nous considérons sont constamment égales 
et de même sens pendant des temps égaux. Donc la force qui agit 
sur lui est constamment capable de donner, pendant le même 
temps, une même vitesse à un même mobile partant du repos; 
par suite, cette force est constante en grandeur et en direction. 

iso. — La chute du corps dans le vide nous en offre un 
exemple remarquable. Nous savons par expérience que des corps 
différents abandonnés à eux-mêmes à la même hauteur tombent 
sur le sol avec des vitesses différentes; une feuille de papier, par 
exemple, tombe beaucoup plus lentement qu'une balle de plomb. 
Dans le vide, au contraire, tous les corps mettent le même temps 
pour tomber de la même hauteur, et leur mouvement est uni- 
formément accéléré. Comme la cause qui fait tomber un corps 
est son poids, on en conclut que le poids d'un corps est une force 
constante, indépendante de la hauteur à laquelle le corps est 
situé. On désigne ordinairement par g l'accélération du mou- 
vement que prend un corps en tombant librement dans le 
iride. Celte accélération n^estpas absolument la même en tous les 
points de la surface de la terre, mais les variations qu'elle 
éprouve sont très-faibles, et on peut les négliger dans les appli- 
cations de la mécanique. A Paris, la valeur de g est égale à 
9^8096, ou sensiblement 9-,8. 



■onvemeDt d'an point matériel MNimln à êmM, fbrcMi OMUtanle 
•t de mênid direetlon 



fsi. — Soient deux forcée F et F agissant dans la même 
direction sur un même point matériel M d'abord en repos ; appe- 
lons w eiw' les accélérations des mouvements que ces deux for- 
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ces imprimeraient an mobile si elles agissaient seules. Concevons 
plusieurs points matériels M', M''... égaux au premier, partant 
aussi du repos, et soumis chacun à l'action d'une force égale et 
parallèle à la force F. Tous ces points formeront un système 
animé d'un mouvement de translation rectiligne et uniformé- 
ment accéléré, dont l'accélération sera égale à w* Supposons 
maintenant que la force F' agisse en même temps sur le point M 
de ce système, le mouvement relatif qu'elle lui imprimera dans 
le système sera le même que si le système était au repos; ce sera 
aussi un mouvement rectiligne uniformément accéléré dont l'ac- 
célération sera égale kw'. 

Le mobile peut donc être considéré comme animé d'un mou- 
vement rectiligne uniformément accéléré dans un système qui 
se meut aussi d'un mouvement rectiligne uniformément accéléré 
snivnnt la même direction. Nous savons (134) que le mouvement 
résultant est rectiligne, uniformément accéléré, et que l'accélé- 
ration est égale à la somme w -h w' des accélérations des mouve- 
ments composants. 

Donc, quand deux forces constantes et de même direction agis- 
sent simultanément sur un même point matériel partant du 
repos^ elles lui impriment un mouvement rectiligne uniformé- 
ment accéléré, dont ï accélération est égale à la somme des accé- 
lérations des mouvements que les forces imprimeraient séparé- 
ment au mobile. 

Si les deux forces agissent en sens contraires, l'accélération du 
mouvement du mobile est égale à la différence des accéléra- 
tions t^etu^', et de même sens que la plus grande. En convenant 
de considérer comme positive Taccélération de la force qui agit 
dans un sens et comme négative l'accélération de la force qui agil 
en sens contraire, on peut dire que l'accélération du mobile e^l 
égale à la somme algébrique w -^w' . 

Si le mobile, au lieu de partir du repos, est animé d'une vi- 
tesse initiale parallèle à la direction des forces F et F', le théorème 
est encore vrai. 

Enfin, si le mobile est soumis à un nombre quelconque de 
forces constantes, suivant la môme droite, on voit que Vaccé- 



DE MÉCANIQUE. 151 

Icration qu'il possédera s&ca égale à la somme des accélérations 
dues à toutes les forces agissant séparément. Lorsque ces forces 
ne sont pas dirigées dans le même sens, Faecélération du mobile 
est égale à la somme algébrique des accélérations dues séparé- 
ment à toutes les forces. . 



Proportiomiallté des forças suk sceélérstioiis 

15». — Les accélérations produites par deux forces eon- 
stnntes agissant séparément sur un même point matériel^ sont 
proportionnelles aux forces. 

Soient F et F' ces deux forces, weiw' les accélérations des mou- 
vements qu'elles imprimeraient séparément à un même point 
matériel partant du repos. 

, Supposons d'abord que ces deux forces aient une commune me- 
sure f^ contenue n fois dans la force F, et n' fois dans la force F', 
on aura 

111 F = !!/•, r=n'f. 

Appelons u raccélération du mouvement que la force f impri- 
merait au même point matofiel. La force F, étant égale à n for- 
ces égales à /*, donnera au mobile une accélération égale à nu^ 
d'après le théorème précédent. De même, la force F', étant 
égale à n'/*, donnera au mobile une accélération égale à n'u\ on 
aura donc aussi 

Les équations [ï\ et [2] donnent 

L — ^ !£- — '*• 

par suitet 

F w 
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Le rapport des forces F et F' est donc égal au rapport des ac- 
célérations qu'elles imprimeraient à un même point matériel. 

Cette relation a lieu quelque petite que soit la commune me* 
sure f des deux forces proposées ; par suite, elle est vraie pour 
deux forces quelconques, même quand ces forces n'ont pas de 
commune mesure. 

DéflBlUoa de la miMe 

iss. — Les corps, que nous avons supposés réduits à de sim* 
pies points matériels, n'éprouvent pas tous les mêmes effets de 
la part des forces qui leur sont appliquées. Une même force, 
agissant successivement sur deux points matériels différents, im- 
primera à chacun d'eux un mouvement uniformément accéléré, 
mais Taccélération ne sera pas la même dans les deux cas. G est 
cette influence du point matériel que nous allons préciser. 

Considérons différentes forces constantes F, F', P,... agissant 
séparément sur un même point matériel, et appelons ti;,t(;',ti;",.., 
les accélérations qu'elles produiraient. On a, d'après le théorème 
précédent, 





F w 


F w 


On en déduit 








f_f; 

w~tv' 


p 



Donc, quand plusieurs forces agissent séparément sur un mime 
point maténel, il y a un rapport constant entre chaque force et 
l'accélération quelle produit. Ce rapport constant varie d'un 
point matériel à l'autre, on l'appelle la masse du point matériel. 
On a donc, par définition, en appelant m la masse d'un point 
matériel, et t^ l'accélération que lui communique la force F, 

F 
in=-. 

w 

iS4.— La masse d'un corps.est la somme des masses des diffé- 
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rentes molécules qui le composent. Nous avons vu que la pe- 
santeur imprime la même accélération g à tous les corps qui tom- 
bent librement dans le vide. Si le corps que nous considérons 
tombe librement sous Tinfluence de son poids P, il prendra un 
mouvement uniformément accéléré dont Taccélération sera g^ et 
Ton aura encore 

P 

9 

On voit que la masse d'un corps est proportionnelle à son 
poids ; ce résultat s'accorde, bien avec l'idée qu'on se fait géné- 
ralement de la masse d'un corps. Nous pouvons, d'après cela, 
définir l'unité de masse ; c'est la masse d'un corps qui pèse g ki- 
logrammes. En effet, on a, dans ce cas, 

9 
iS8. — La relation 

F 
m= - 

w 

va nous permettre de faire encore quelques remarques impor* 
tantes. On en tire d'abord 

F=inu?, 

F 

m 

Une force est égale au produit de la masse sur laquelle elle 
agit par V accélération qu*elle lui imprime, et raccélération est 
égale au quotient de la force par la masse. 

Considérons une seconde force F' capable d'imprimer à une 
masse m' une accélération tu' ; on aura de même 



f' = m' 



w > 
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el 

lit F __ mw 

^*' F~mV 

Faisons dans cette équation [\\yW=w\ il vient 

F _m 

Deux forces sont entre elles comme les masses auxquelles elles 
inq)riînerU la mime accélération. 

Appelons v la vitesse du mobile m au bout du temps ty en 
supposant qu'il parte du repos, et v' la vitesse acquise au bout 
du même temps par le mobile m' partant aussi du repos; nous 
aurons 

V = Wt, t/z=zw't. 

L'équation [1] peut s'écrire : 

F mwt mv 



m 



P wVt""mV' 



Le produit mv s'appelle la quantité de mouvement du mo- 
bile m. Donc, deux forces sont entre elles comme les quantités 
de mouvement qu'elles communiquent petiâant le même temps à 
un mobile pai'tant du repos. 

Si les vitesses v et v' sont égales, on a encore 

F_w 
F'~^m'- 

Deux forces sont entre elles comme les- masses auxquellec 
elles communiquent la même vitesse au bout du même temps. 
Enfin, faisons F = F' dans l'équation [2], il vient 

mv=:m'vr. ou — :== -. 
m' V 

Une même force agissant pendant le même temps sur deux 
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masses différenteê leur imprime des vitesses qui sont en rai- 
son inverse des masses. 

Comme application de ce dernier résultat, nous citerons les 
effets produits par l'explosion de la poudre dans les armes à feu 
La poudre, en brûlant dans un fusil, produit des gaz qui chas- 
sent la balle hors du canon, mais qui en même temps poussent 
le fusil en sens contraire avec une vitesse beaucoup plus faible, 
puisque la masse est plus considérable. On voit par là que la 
vitesse de recul d'une arme à feu, pour une quantité de poudre 
donnée et pour un projectile donné, sera d'autant plus faible 
que le poids de l'arme sera plus grand. 



HooTemaat prodvit par màm force Tarimbto 

f s«. — On peut maintenant se faire une idée des forces 
capables de produire un mouvement rectih'gne quelconque (tts) 
ou plus généralement un mouvement curviligne (i48)« 

Le mobile, situé au point M (fig. 129), dans un mouvement 
curviligne, et animé d'une vitesse MA, peut encore être consi- 
déré comme faisant partie d'un système animé d'un mouvement 
de translation rectiligne et uniforme, et soumis à l'action d'une 
force qui, pendant le temps f — t, lui imprime, dans le système, 
une vitesse MC, laquelle, combinée avec la vitesse MA du système, 
reproduira la vitesse réelle MB du mobile à l'époque Y. 

La vitesse finale est ainsi la même que si le mobile avait été 
soumis, pendant l'intervalle de temps if — /, à une force con- 
stante parallèle k la direction MC et capable de donner au 

mobile l'accélération -7 — - ou MG,. Le produit mxMG^ de la 

masse m du mobile par l'accélération moyenne MG^ représente 
la force moyenne pendant le temps f — t; cette force est paral- 
lèle à l'accélération moyenne. 

Lorsque l'intervalle de temps tf — t diminue de plus en plus, 
la force moyenne tend vers la valeur m X MG. 

Ainsi, dans un mouvement quelconque, la force est à chaque 
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instant égale au produit de la masse du mobile par raccélê* 
ration et parallèle à celte accélération. 

Quand un mobile décrit une circonférence de rayon R avec 
une vitesse Y, par exemple, l'accélération est à chaque instant 

dirigée vers le centre de la circonférence et égale à -^ (i48). 

Pour qu'un mobile de masse m soit animé d'un pareil mouve- 
menty il faut donc qu'il soit constamment soumis à une force 

V* 

dirigée vers le centre et égale à m ^ ou mcd'R; c'est la force 

centripète. 

Quand on fait tourner rapidement un corps attaché à l'extré- 
mité d'une corde, son mouvement est sensiblement circulaire 
et uniforme. La force centripète est la tension de la corde et 
provient de l'eftbrt que fait la main pour la retenir. Si le corps 
pèse 1 kilogramme et décrit une circonférence de \ mètre de 
rayon avec une vitesse de 10 mètres par seconde, la force cen« 
tri pète a pour expression : 

P V* 1 10* 
d" = cTq ' "7~ = 10,2 kilogrammes. 

Si la corde se brise ou quitte la main, le mobile part comme 
un projectile, avec une vitesse initiale V, tangente à la circon- 
férence au point qui correspond à la rupture du Gl ; tel est le 
cas de la fronde. Le mouvement du mobile serait alors recti- 
ligne et uniforme, en vertu du principe de Tincrtie, s'il était 
soustrait à la pesanteur et à la résistance de l'air. 



DE'MËGÂIHIQUË. 157 

CHAPITRE II 

PROBLÈMES SUR LA PESANTEUR 



151. — Nous avons dit (i50) que les corps qui tombent 
librement dans le vide ont un mouvement uniformément accé- 
léré. Quand un corps tombe dans l'air, sa vitesse diminue con- 
stamment à cause de la résistance de l'air; mais pour les corps 
qui ont une densité très grande, comme le plomb, celte altéra- 
tion est très faible tant que la vitesse n'est pas considérable. Dans 
tout ce qui va suivre, nous ne tiendrons pas compte de la résis- 
tance de l'air, et les résultats auxquels nous arriverons seront 
très sensiblement vérifiés par Texpérience, surtout pour les corps 
qui ont une grande densité. Nous ne tiendrons pas compte non 
plus des dimensions des corps, nous les supposerons réduits à 
des points matériels. La question revient donc à trouver le mou- 
vement d'un point matériel soumis à une force constant. 



KonTements verticaux 

i«8. — Considérons d'abord un mobile partant du repos ei 
tombant en chute libre, sans vitesse initiale. Appelons v la vi- 
tesse du mobile au bout du temps /, et h la hauteur dont il est 
tombé pendant le même temps, c'est-à-dire l'espace parcouru ; 
on aura 

m v=gt, A = ^. 

Ces deux formules permettent de résoudre plusieurs pro- 
blèmes. Elles donnent déjà la vitesse acquise par le mobile au 
bout du temps t, et la hafuteur de chute A. 
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Résolvant ces équations par rapport au temps, il vient 

m >=l. .=v/f = 

ce qui détermine le temps employé par un corps pour acquérir 
une vitesse v, ou pour tomber d*une hauteur h. 
Éliminant t entre les deux équations [1], on a 

[5] *^V ^" v = \/2cj/i. 

La première formule donne la hauteur d'où doit tomber un 
mobile pour acquérir une vitesse v ; la seconde donne la vitesse 
d'un mobile qui est tombé d'une hauteur h. On appelle souvent 
cette vitesse la vitesse due à la hauteur h. 

159. — Si le corps, au lieu de partir du repos, est animé 
d'une vitesse initiale verticale, ce corps est encore soumis à son 
poids, qui est une force constante parallèle à la vitesse initiale. 
Le mouvement est encore uniformément varié, avec la même 
accélération g; il est accéléré ou retardé, suivant que la vitesse 
initiale est dirigée de haut en bas ou de bas en haut. 

Si le corps est lancé de haut en bas avec une vitesse initiale t?^,, 
la vitesse v du mobile au bout du temps t et l'espace parcouru e 
seront donnés par les équations 

[4] v = v,-hgt, 

(51 e = V + Ç, 

lesquelles peuvent donner lieu à plusieurs problèmes, 

i«o. — Enfin, quand le corps est lancé de bas en haut avec 
une vitesse initiale v^, les formules deviennent 

[6] v = v, — gt, 

FI e = v,t-Ç 
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Le mobile partant du point A (fig. 133), sa vitesse Ta en di- 
minuant jusqu'à devenir nulle ; alors le mobile, arrivé au 
point B par exemple, s'arrête, puis retombe d'un mouve- 
ment uniformément accéléré, avec la même accélération. 
Ces deux formules conviennent à une époque quelconque, 
si Ton a soin de considérer la vitesse comme positive ou 
négative, suivant qu'elle est dirigea de bas en haut ou de 
haut en bas, et l'espace parcouru comme positif ou négatif, 
suivant qu'il est compté, à partir du point A, de bas en 
haut ou de haut en bas. 

Quand le mobile cesse de monter, sa vitesse est nulle ; 
on a alors *■*«• *^ 



[8] 



= t;. — a^ ou ^ = ~ ; 

9 



c'est le temps que met un mobile animé d'une vitesse ini- 
tiale de bas en haut égale à v^ pour parvenir au point le plus 
élevé. 

On obtiendra la hauteur h à laquelle il est parvenu, en substi- 
tuant cette valeur du temps dans la formule [7], qui donne Tes- 
pace parcouru. Il vient 



[9] 






On peut remarquer que cette hauteur h est la hauteur dont le 
mobile aurait dû tomber pour acquérir la vitesse v^. De plus, la 
comparaison des formules [2] et [8] montre que le mobile met 
le même temps pour s'élever du point A au point B que pour 
tomber du point B au point A. 

161. — Considérons un point M sur la distance AB ; le mobile 
passe deux fois au point M, une fois en montant, et une fois en 
descendant ; la vitesse v que possède le mobile au point M en 
montant est égale à celle qu'il possède lorsqu'il passe par le 
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même point en descendant. En effet, cette TÎtesse v permet au 
mobile de s'élever de la hauteur Mfi ; elle est égale, comme nous 
Tenons de le voir, à celle que le mobile acquiert en tombant de 
la même hauteur BM ; par suite, elle est égale à celle que po^^ 
sède le mobile au point M en descendant. Le temps employé 
pour parcourir la longueur MB est le même, que le mobile 
monte ou descende ; par suite, le temps reste également le 
même pour l'espace AM, parcouru dans un sens ou en sens 
contraire. 

On peut d'ailleurs vérifier ces résultats sur les formules. En 
éliminant t entre les équations [6] et [7], on obtient 

»* = r/ — 2je, 

e représentant la longueur AM; on voit que cette équation donne 
pour la vitesse v deux valeurs égales et de signes contraires. 
L'équation [6] donne aussi 

9 9 

Comme -^ est le temps que met le mobile pour arriver au 

point B, ^ ' représente le temps compté à partir du moment 

où le mobile est en B, au point le plus haut. La vitesse v au 
point M ayant deux valeurs égales et de signes contraires, il en 
résulte que le premier membre a deux valeurs égales et de signes 
contraires. Par suite, le temps employé par le mobile pour mon- 
ter de M en B est le même que pour descendre de B en M. 



■onvemant snr nii plan incliné 

46». — Considérons un point matériel pesant M (fig. 134) 
situé sur un plan incliné AB qui fait un angle a avec l'horizon. 
Ce point matériel est soumis à son poids P qui est une force ver- 
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ticale et à la réaction N du plan incliné. Si nous admettons» 
comme nous Tavons fait déjà (25), qu'il n'y ait aucune force 
analogue au frottement, la réaction du plan est normale à la 
surface et dirigée vers Textérieur. Comme les deux forces P et N 
qui agissent sur le mobile ne sont pas 
directement opposées, leur résultante 
n'est pas nulle, le mobile se met en 
mouvement et ce mouvement a lieu, 
par raison de symétrie, suivant la li- 
gne de plus grande pente du plan in- 
cliné. La vitesse initiale ayant la même Fig. 134. 
direction que la résultante des forces qui agissent sur le mobile, 
cette résultante est parallèle au plan incliné; nous obtiendrons 
cette force en menant par l'extrémité de la force MD une normale 
DE au plan; la résultante est ME. 

Le triangle rectangle MDE, dont l'angle en D est égal à l'inôli- 
naison a du plan, donne la relation 




ME=MDxsina=Psina. 

Celte force étant constante, le mouvement sera uniformément 
accéléré; l'accélération w étant égale au quotient de la force par 

p 
la masse - du mobile (151), on a 

Psina 
ti^= — j5 — = jsma. 

La vitesse v du mobile au bout du temps t et l'espace e qu'il 
a parcouru sont donnés par les équations 



[^1 
m 



t;=jsin«.i, 



163. — Désignons par l la longueur BA du plan incliné, par 



W?CAN. MASCART. 



Il 
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h sa hauteur BC, et supposons que le mobile ait mis le temps l 
pour descendre du point B au point A ; on a alors 

Z=^gfsma.r, 



h=h\na. 



On en déduit 



1 

Éliminons le temps t entre les équations [1] et [5], il vient 



A =2", ou v=\/2gh. 

-Cette formule est la même que celle que nous avons obtenue 
(158) pour la chute libre. 

Donc, quand un mobile descend sur un plan incliné sans 
frottement, la vitesse qu'il a acquise au bas de la chute est la 
même que si ce mobile était tombé verticalement de la même 
hauteur. 

L'équation [3] donne 

2A 



elle montre que la durée de la chute est d'autant plus grande 
que rinclinaison a du plan incliné sur rhorizon est plus faible. 
On peut donc, en choisissant cette inclinaison d'une manière 
convenable, ralentir autant qu'on le veut le mouvement; c^est là 
précisément le moyen qu'a imaginé Galilée pour déterminer par 
expérience les lois de la chute des corps. Si le mouvement ainsi 
obtenu est assez lent pour que Ton puisse mesurer aisément l'es- 
pace parcouru et le temps employé à le parcourir, l'équation [2] 
permettra de calculer Taccélération g en chute libre. 

164. — Si un mobile placé sur un plan incliné est anime 
«l'une vitesse initiale 9 dirigée suivant la ligne de plus grande 
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pente, le mouyazient sera encore unifomiémenl Tarie; la TÎtesse 
V et l'espace parcoum e au boni du temps t seront donnés par les 
équations 

»=t>^-+-jsina.t, 

1 

e=:vjt-h^gsina.t*. 

Ces formules donnent lieu aux mêmes observations que celles 
qui ont été faites pour le cas d'un mobile lancé suivant la^erti- 
cale (159, 160 et 161). Le mouvement est accéléré ou retardé, 
suivant que v^ est positif ou négatif, c'est-à-dire suivant que le 
mobile est lancé, suivant la ligne de plus grande pente du plan 
incliné, de haut en bas ou de bas en haut. 



\ proJecUlea 



i«5. — Considérons encore, comme application de la loi dos 
mouvements relatifs, le cas du mouvement des projectiles. 
Un mobile est lancé du point (Kg. 135) avec une vitesse t\ 




fiy. 135. 

dans une direction OA. qui fait un angle a avec Thorizon; ce 
mobile est soumis à l'action de la pesanteur, il s'agit de déter- 
miner son mouvement. 

Prenons pour plan de figure le plan vertical qui passe par la 
vitesse initiale; il est clair que le mobile, par raison de symétrie, 



164 ELEMENTS 

restera dans ce plan. Décomposons la vitesse initiale du mobile 
eii deux autres, Tune horizontale et l'autre verticale; la première 
sera égale àv^cosa et la seconde à v^sina. 

Considérons un système de points matériels animés d'un mou- 
vement commun de translation horizontale avec une vitesse égale 
a v^cosa dans la direction OX. Le mobile proposé peut être con- 
sidéré comme faisant partie de ce système, dans lequel il est 
animé d'une vitesse verticale égale à résina et, en même temps, 
soumis à l'action de la pesanteur. 

En vertu de la loi des mouvements relatifs (146), le mouve- 
ment du mobile dans le système sous l'influence de la pesanteur 
est le même que si le système était en repos. En appelant y l'es- 
pace parcouru par le mobile dans le système, suivant la verti- 
cale, pendant le temps ty on a (160) 

[1] y=v^sina.e— ^. 

Pendant ce même temps ^, le système a parcouru horizontale- 
ment un espace x donné par l'équation 

[2] a;=t;^cosa.^ 

Pour avoir la position du mobile au temps ^ il suffît mainte- 
nant de prendre une horizontale OP égale à a;, c'est-à-dire à 
l'espace parcouru par le système, et d'élever au point P une ver- 
ticale PM égale à l'espace y parcouru par le mobile dans le sys- 
tème. Faisant la même construction pour différentes époques, on 
pourra ainsi tracer par points la trajectoire 0MB du mobile. 

t66. — Sans connaître d'abord la nature de la trajectoire, on 
peut déterminer les principales circonstances du mouvement. 
Ainsi cherchons le point B, ou le projectile frappe le plan 
horizontal mené par le point d% départ; la distance OB est ce 
quon appelle Y amplitude du jet. A ce moment, la valeur de PM 
ou de y est nulle, et Téquation [i] se réduit à 

»^sma.i=^. 
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Il en résulte pour le temps deux valeurs 

«'=0, 

^ 2VoSina 



La première solution if donne le point de départ 0, la seconde 
le point B. En portant la valeur de f dans l'équation [2], il vient 

[3] OB=v^cosa — 2 —..±. 



9 9 

Au point B la composante verticale de la vitesse est dirigée de 
haut en bas^ égale et de signe contraire à celle du point de dé- 
part (158); comme la vitesse horizontale est constante, la résul- 
tante de ces deux vitesses, c'est-à-dire la vitesse réelle du mobile, 
est égale à la vitesse initiale v^ et dirigée suivant une droite BB' 
qui fait avec Thorizon le même angle a. 

On verrait, de même, qu'en deux points M et M' de la trajec- 
toire situés à la même hauteur, les vitesses du mobile sont é.t^'ales 
et font des angles égaux avec l'horizon; il suffit pour coin de 
considérer le mobile comme partant du point M' avec la vitesse 
qu'il possède en ce point. 

On voit par la formule [3] que Tamplitûde du jet est maxi- 
mum quand sin2a est égal à l'unité, c'est-à-dire quand l'angle 
a est égal à 45^ 

169. — La hauteur maximum DC, à laquelle sVlèvc le mo- 
bile, s'obtient en considérant seulement le mouvement du mo- 
bile dans le système; elle est donnée (160) par l'équation 

ysin'q 

et l'époque t^^ à laquelle le mobile ^arrive au point G, le plus 
élevé de la trajectoire, est 

v^^sing 

» — 7i • 
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Oa Yoit que Ton a 

comme le mouvement horizontal est uniforme, il en résulte que 
le point D est situé au milieu de OB et que la courbe est symétri- 
que par rapport à la verticale CD. 

La vitesse du mobile au point G est horizontale et égale à 
VpCosa. 

108. — Cette remarque nous permet de déterminer la nature 
de la trajectoire. Il suffit en effet de concevoir que le mobile part 
du point G avec une vitesse horizontale égale à v^cosa. Au bout 
d'un temps i, ce mobile aura parcouru horizontalement un 
espace CN égal à t;^ cos a.^, et, suivant la verticale, un espace 

NM égal à-^'. 

Menant MQ perpendiculaire à CD, on a donc 

CN'_aQ'_ 2Vcos«a 
NM~CQ"~ g • 

Comme le second membre de cette équation est constant, on 
voit que la courbe CMB est une parabole dont le sommet est en 

C, Taxe CD vertical, et dont le paramètre est égal à 



•'o 



^ 



EXERCICES 



1. Au moment où un mobile tombe d*une hauteur de 200 mètres, on lanco 
un autre mobile de bas en haut suivant la même yerticale. Quelle doit éire la 
yitesse initiale du second mobile pour que la rencontre ait lieu à la hauteur 
de 100 mètres? 

2. Le son M propage daons i'air d*4in mou?ement uniforme avec une Titesse 
de 355 mètres par seconde. Déterminer la profondeur d*un puits, sachant qu'en 
y laissant tomber une pierre on entend le bruit de la clrate 10 secondes après 
le moment du départ. 

Avec quelle vitesse faut-il lancer la pierre- pour que cet intervalle de temps 
soit réduit à 8 secondes? 
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3. On laisse tomber des mobiles da même point sur des plans inclinés âiî- 
férents. Démontrer qu'à une époque quelconcjuc tous ces mobiles se trouyent 
sur une surface sphérique. Quel est le mouvement du centre de la sphère? 

4. Déterminer le plan incliné suivant lequel il faut laisser tomber un mobile 
d'un point pour qu'il arrive sur ua fiioa iacliné donné pendant le temps le 
plus court. 

5. Deui mobiles pesants, placés sur des plans inclinés adossé», sont reliés 
par un cordon qui passe sur une poulie située sur Tarète des plans inclinés. 
Déterminer le mouvement de ces mobiles. 

6. On lance, du même point, des projectiles dans toutes les directions avec 
la même vitesse. Démontrer qu'à une époque quelconque tous ces mobiles se 
trouvent sur une surface sphérique. Déterminer le mouvement du centre de la 
sphère. 

7. Un obus lancé sous l'angle de 45"* fait explosion en tombant sur le sol, 
et Ton entend le bruit de l'explosion 50 secondes après le départ. Quelle était 
la vitesse initiale et à quelle distance est parvenu le projectile? 

CHAPITRE III 

TRAVAIL 

IGO. — Quand on veut évaluer Teffet utile des forces em- 
ployées dans l'industrie ou le travail qu'elles ont effectué, il faut 
tenir compte, non-seulement de leur intensité, mais encore du 
chemin qu'elles ont fait parcourir aux corps sur lesquels elles 
agissent. On a ainsi la notion du travail mécanique des forces; 
c'est une nouvelle espèce de grandeur qu'il importe de définir 
avec précision. 

Gmi où la CMrm est cwastanfa et le dépteOMWBl âmam Ul direotioa 
de la foroa 

fïo. — Considérons d'abord une force constante en grandeur 
et en direction, agissant sur un point matériel qui se meut dans 
la direction de la force. Supposons, par exemple, qu'on veuille 
élever des poids à des hauteurs différentes. Si la hauteur est la 
même, le travail est proportionnel au poids du corps qu'on élève, 
imaginons qu'on élève un poids de 2 kilogrammes à une hau- 
teur H, on peut diviser le corps en deux parties égales chacune à 



168 ËLËMENTS 

1 kilogramme^ que Ton porte successiTement à la hauteur H ; le 
travail produit est évidemment double du travail nécessaire pour 
élever un seul kilogramme à la même hauteur. Pour un poids 
triple, le travail serait triple, et, en général, le travail est pro- 
portionnel au poids. 

De même, quand on veut élever un même poids P à différentes 
hauteurs, le travail est proportionnel à la hauteur. Pour éle\er 
le poids P à 2 mètres de hauteur, on le portera d'abord à 1 mètre, 
et on efrectuera un certain travail ; on répétera le même Iravail 
en élevant de nouveau le poids P de 1 mètre; le travail est double 
du travail nécessaire pour élever le poids P à 1 mètre seulement; 
en général, le travail est proportionnel à la hauteur. 

Soit T le travail nécessaire pour porter le poids P à la hau- 
teur H, T' le travail nécessaire pour porter le poids P' à la hau- 
teur H' ; appelons T^ le Iravail nécessaire pour porter le poids P 
à la hauteur H'. Les travaux T et T^, nécessaires pour porter le 
même poids P à des hauteurs différentes H et H', sont proportion- 
nels aux hauteurs ; on a donc 

T H 
T, "" H'- 

De même, les travaux T^ et T', nécessaires pour porter à la 
même hauteur H' des poids diffcicnts Pet P',soiit proportionnels 
aux poids ; on a encore 

T, P 

T/ pf 

En multipliant ces deux égalités membre à membre, il vient 
T _ PH 

r "" P'H'' 

Les travaux nécessaires pour porter des poids différents à des 
hauteurs différentes sont donc proportionnels aux produits des 
poids par les hauteurs. 

On a pris pour unité de travail le travail nécessaire pour éle- 
ver un poids de 1 kilogramme à 1 mètre de hauteur, et on lui n 
donné le nom de kilogrammètre. Si Ton suppose que P' soi' /-ni 
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ft 1 kilogramme et H' égal à 1 mètre, le travail V scraruaité de 
travail, et l'équation précédente devient 

T=PH. 

Le travail nécessaire pour élever un poids à nne certaine hau- 
teur est égal au produit du poids par la hauteur. 

On a ainsi été conduit à donner la définition suivante du tra- 
vail mécanique : 

Quand un mobile^ soumis à une force constante en grandeur et 
en direction y se déplace dans la direction de la force ^ le travml de 
la force est égal au produit de Vmtensité de la force par le dépla- 
cement du mobile. 

En prenant le kilogramme pour unité de force et le mètre 
pour unité de longueur, le travail est exprimé en kilogram- 
mètres. 

Il y a deux cas à distinguer, suivant que le mobile se meut 
dans le sens de la force ou en sens contraire. Soit A (fig. 136) 
le point d'application delà force, AX sa direction. Si le déplace- 
ment a lieu suivant AB, le mobile cède à l'action de la force, la 
force est dite motrice et le travail est dit travail moteur. Si le 
déplacement a lieu suivant 

AB', la force résiste au mou- i î S p i 

vement; on dit que la force Fig. ise. 

est résistante et que le travail est un travail résistant. On convient 
de considérer le déplacement comme positif quand il a lieu dans 
le sens de la force, et comme négatif quand il a lieu en sens 
contraire. Si Ton représente par ^ le déplacement affecté d'un 
signe convenable, le travail sera 

T=Fxe, 

et, si l'on tient compte du signe du déplacement, on voit que le 
travail moteur sera positif et le travail résistant négatif. 

On peut aussi considérer le déplacement comme toujours posi- 
tif, et affecter la force F du signe -f- ou du signe — , suivant 
qu'elle est motrice ou résistante ; le signe du travail sera encore 
le même que précédemment 
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Ainsi, quand on porte un corps à une hauteur H en lui appli- 
quant une force verticale F, on produit un travail moteur égal à 
F X H. En même temps, le poids P du corps est une force qui agit 
en sens contraire et qui produit un travail résistant représenté 
par — P X H. Si Ton donne au corps une vitesse initiale et qu'on 
veuille Télever d'un mouvement uniforme, il faut ^d'après la loi 
de l'inertie (118), que la résultante des forces qui le sollicitent 
soit nulle. Alors la force F est égale au poids P, et le travail moteur 
est égal au travail résistant. 




Qmm ék la Iwm mmî oonateiito •! le déplaoeaMBl rwitiUfM, uuàm IncUaé 
snr U diracflon de la feree 

iii, — Supposons qu'un mobile, sollicité par différentes 
forces, se meuve sur une droite AX (fig. 137), et soit AB le dépla- 
cement du mobile pendant un cer- 
— ■"■"^— — tain temps. Considérons l'une des 
forces en particulier F, qui est re-^ 
présentée par AC ; celte force fait 
avec le déplacement du mobile un 
Fig. 137. angle a. Nous ne changerons rien au 

phénomène en considérant le mobile comme assujetti à se mou- 
voir sur la droite AX. Remplaçons alors la force F par deux, Tune 

AD = Fcos«, 

dirigée suivant AX, l'autre 

AE = Fsin«, 

perpendiculaire à AX. La composante normale AE sera détruite 
par la droite fixe et ne produira aucun travail ; on peut la négli- 
ger et remplacer la force F par la composante AD. On est ainsi 
ramené au cas précédent; le travail de la force AD est égal à 
AD X AB. Si l'angle a, qui fait la direction de la force F avec la 
direction AB du déplacement, est aigu, la composante AD est mo- 
trice, le travail est positif et représenté par 

ABxFcoaou 
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Si Tangle a est obtus (fig. 158), le travail est négatif et égal à 

— ABxAD; il est encore repré- ^^ a » x 

sente par 



ABxFcosa, 




Kg.iSS. 



le cosinus étant pris avec son signe. On est ainsi conduit à la dé- 
finition suivante : 

Quand le point d'application d'aune force constante se meut en 
ligne droite^ on appelle travail de cette force, le produit du dé- 
placement de son point d'application par la projection de la force 
sur la direction du déplacement. 

Le travail AB x F cos a peut s'écrire sous la forme F X AB cos a, 
et on remarque que AB cos a est la projection du déplacement AB 
sur la direction de la force.. Donc, on peut dire aussi que le tra- 
vail de la force F est égal au produit de cette force par la projec- 
tion du déplacement de son point d'application sur la direction 
de la force. 

Supposons, par exemple, qu'on veuille élever un corps A 
(fig. 139) entre deux montants verticaux par 
une force F, faisant un angle a avec la ver- 
ticale. Nous pouvons décomposer cette force 
en deux. Tune horizontale, qui sera détruite 
par les montants fixes, Tautre verticale, égale 
à F cos a. Si AB est le déplacement, le tra- 
vail de la composante verticale et, par consé- 
quent, celui de la force F sera 



P 



ABxFcosa. 



Ffg. 139. 



Si Ton vent faire monter le corps d'un mouvement uniforme, il 
faut que toutes les forces qui le sollicitent aient une résultante 
nulle. Par suite, la composante verticale F cos a sera égale au 
poids P du corps, et le travail moteur de cette force ABxFcosa 
sera égal au travail résistant — ABx P du poids du corps. 
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Cmm où la fore» est oon«trat« et U déplac«m«nt ooyvUign» 

19». — Considérons maintenant un mobile qui se meut sur 
une courbe AB (fig. 140), sous l'influence de diflcrentes forces, 
et supposons que l'une de ces forces F soit constante en gran- 
deur et en direction ; proposons-nous de déterminer le travail 
de cette force pour un déplacement AB du mobile. Pendant que 
le mobile décrit un espace très-petit MM\ le déplacement est 
sensiblement rectiligne, le travail de la force F pendant ce temps 
est égal au produit de la force par la projection MC du chemin 
parcouru sur la direction de la force. On peut ainsi remplacer la 
courbe par un polygone dont le nombre des côtés augmente de 
plus en plus, en même temps que chacun 
d'eux tend vers zéro. Le travail de la force 
F pour !ê déplacement AB est égal à la 
somme des travaux qu'eIIè''"'^Si^(jUe pour 
chacun des petits déplacements MM'^sNlL. . 
c'est-à-dire à la somme des produitsc^W 
la force F par les projections MC, WC de^-^ 
Fig. 140. ces déplacements sur la direction de la 

force. Celte somme est égale au produit de la force par la pro- 
jection AB' de la courbe AB sur la direction de la force. 

Donc, le travail d'une force constante en grandeur et en direc- 1 

tion est égal au produit de la force par la projection du dépla- 
cement de son point d^application stir sa direction^ quel que soit 
ce déplacement. 

Par exemple, quand un corps pesant descend d'une certaine 
hauteur en suivant une courbe quelconque, le travail de la pe- 
santeur sur ce corps est positif et égal au produit du poids du 
corps par la hauteur dont il est descendu. De même, si le corps 
s'élève, le travail de la pesanteur est négatif et égal au produit 
du poids du corps par la hauteur dont il a été élevé. 

On arriverait de la même manière à évaluer le travail d'une 
force variable dont le point d'application se déplace sur une 
courbe quelconque. 
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Du travail dans las maohiaaa 

ivs. — Nous avons vu que les machines ont pour but de 
vaincre certaines résistances, et nous avons considéré jusqu'ici 
le cas où les machines restent en équiUbre sous Faction des for- 
ces qu'on leur applique et des résistances qu^elles doivent vain- 
cre. Si une machine est en mouvement, toutes les forces aux- 
quelles elle est soumise peuvent être divisées en deux groupes. 
Les unes se projettent sur le déplacement de leurs points d'ap- 
plication, dans le sens du déplacement : ce sont les forces mo- 
trices, leur travail est positif. Les autres se projettent en sens 
contraire du déplacement de leurs points d'application : ce sont 
les forces résistantes, leur travail est négatif. 

Quand la machine se meutd*un mouvement uniforme, c'est-à- 
dire quand chacun des points a constamment la même vitesse, 
toutes les forces qui lui sont appliquées se font équilibre; les re- 
lations qui existent entre ces forces sont alors les mêmes que 
celles que nous avons établies pour les machines en repos. Dans 
ce cas, la somme des travaux des forces motrices est constamment 
égale à la somme des travaux des forces résistantes ; en appe- 
lant Tfli la première somme et T,. la seconde, on a toujours 

T.-T, = 

pour un déplacement quelconque de la machine. Voilà pourquoi 
on définit quelquefois les machines : des instruments destinés à 
transmettre le travail des forces. Quelle que soit la machine que 
Ton emploie, les forces motrices pourront être beaucoup plus 
faibles que les résistances, mais le travail effectué ne sera jamais 
plus grand que le travail des forces dont on dispose. 

Il est important de remarquer que Téquation précédente n'est 
vraie que lorsque le mouvement de la machine est uniforme. Si 
le mouvement va en s'accélérant, une partie du travail moteur 
est employée à accroître la vitesse des différents points de la 
machine, et le travail moteur est plus grand que le travail résis- 
tant. Au contraire, si le mouvement de la machine se ralentit, la 
diminution de vitesse des différents points est accompagnée d'un 
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accroissement de travail résistant, ou d'une diminution du tra- 
vail moteur. 

Considérons le cas très-simple où une machine nVst soumise 
qu'à deux forces, une force motrice P et une résistance à vain- 
cre R. Supposons ces deux forces coiistantes, et appelons p et r 
lesdéplacements des points d'application projetés sur les directions 
des forces. Pendant que la machine se ment d'un monvemenl 
uniforme, le travail moteur est égal au travail résistant, et Ton a 

P r 
P^=Rf, ou g=-. 

Les forces P etR sont en raison inverse des chemins parcourus 
par leurs points d'application. Si, par exemple, la résistance R 
est cent fois plus grande, le chemin parcouru par son point d'ap- 
plication sera cent fois plus petit. Oa énonce ordinairement ce ré- 
sultat en disant que ce qu^on gagne en forcCy on le perd en chemin 
parcouru. Réciproquement, si le chemin r parcouru par le point 
d'application de la résistance est cent fois plus grand, la résis- 
tance R sera cent fois plus faible. On énonce encore ce résultat 
en disant : ce qu^on gagne en chemin parcourUy on le perd en force. 

Nous allons vériGer cette égalité du travail moteur et du tra- 
vail résistant dans les machines que nous avons étudiées. Nous 
supposerons toujours le mouvement uniforme; c'est le seul cas 
dans lequel les relations qui existent entre les différentes forces 
sont les mêmes que si la machine était en repos. 

Travail dans le plan iiudiné 

it^. Appelons / la longueur AB (fig. 141) du pTan incliné, 
h la hauteur BC, et supposons que le 
mobile ait parcouru tonte la longueur 
du plan incliné, en marchant de bas 
en haut. Le travail de la force F est un 
travail moteur, il est égal au produit 

^^^ c du déplacement l par la projection 

Fig. 141 . F sin (p de la force sur le plan, c'est-à-dire 

F sin^x ^; le travail du poids P est résistant, il est égal à 
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Pxh. On a d'ailleurs (89) 

Fsin^ssPsina. 
En multipliant par { les deux termes de cette équation, il vient 
F/ sin <p = Pi sin a = P/i. 
Le travail moteur est donc égal au travail résistant. Nous avons 
vu que la force F est la plus petite possible quand elle est paral- 
lèle au plan incliné ; on a alors 

F/=Pfc, ou 1=^. 

Quand on veut élever un corps sur un plan incliné avec une 
force parallèle au plan, le rapport delà force F au poids du corps 
est égal au rapport de la hauteur du plan incliné à sa longueur. 

On peut ainsi, avec une force motrice assez faible, élever de 
très lourds fardeaux, en se servant d'un plan incliné qui fait un 
angle très-petit avec l'horizon. Telles sont, par exemple, les rou- 
ies qui gravissent les pentes. Mais, ce qu'il importe de remar- 
quer, c'est que le travail dépensé est le même que si les far- 
lieaux étaient élevés verticalement à la même hauteur. 

. Travail dans la laviar 

i»5. — Dans le levier, les points d'application des forces n'ont 
plus des déplacements rectilignes; ces points décrivent des arcs 
de cercle ayant pour centre le point iSxe. Mais^si Ton considère le 
travail pendant que le levier tourne d'un angle très-petit, le dé- 
placement de chaque point sera sensiblemeni rectiligne, et on 
pourra en outre considérer les forces comme constantes en gran- 
deur et en direction. 

Supposons que les deux forces P et Q (fig. 142) soient appli- 
quées aux extrémités C et D de 
leurs bras de levier ; quand le 
levier tourne d'un angle (i), le 
point C vient en C, le point D 
en ly. L'arc ce étant très-pelit y \q 

se confond sensiblement avec '*«• ***• 

la tangente CÂ à la circoniérence ; de même DD' est sensi- 
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blement dans le prolongement de la droite BD. Le travail de la 
force P est moteur et égal à P x CC ; le travail de la force Q 
est résistant et égal à Q x DD'. On a d'ailleurs (92) 

Les arcs ce et DD\ correspondant à des angles au centre égaux, 
sont proportionnels aux rayons ; on a aussi 

Par suite, à cause ou rapport commun, 

\ = %y ou PxCC'=QxDD'. 

Le travail moteur est donc égal au travail résistant pendant 
que le levier se déplace très-peu. 

Si maintenant le levier marche pendant le temps tj on peut 
décomposer ce temps t en un grand nombre d'intervalles de 
temps très-petits 6, pendant chacun desquels le travail moteur 
sera égal au travail résistant. Le travail moteur total pendant le 
temps t est égal a la somme des travaux moteurs pendant chaque 
mtervalle de temps 6; il est donc égal aussi à la somme des tra- 
vaux résistants pendant les mêmes intervalles de temps, et, par 
suite, au travail résistant total. 

TravaU dans 1« poulto lime 

116.— Soit, dans la poulie fixe (fig.l43),CIe point d'applica- 
tion de la puissance P, et D le point 
d'application de la résistance Q^ et 
supposons que la poulie tourne dans 
le sens de la puissance. Pendant que 
le point C parcourt, sur la droite AC, 
une certaine longueur CC, le point D 
parcourt sur la droite DBune longueur 
égale DD'. Le travail moteur est 
Fig.i4ô. p ^ Qç^,^ j^ ^^^^^j, résistant est 
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QxDD'. Nous ayons yu (107) que la puissance? ^t égale à 
la résistance Q ; donc on a aussi 

PxCC'=QxDD', 

lé travail moteur est égal au travail résistant. 

Travail dans la poaUa moblla 

19 '7. — Considérons seulement le cas où les cordons de la 
poulie mobile sont parallèles et veiiicaux. Soit G (Bg. 144) le 
point fixe auquel est attaché le cordon, D l'extrémité du cordon 
auquel est appliquée la puissance P, et suppo- 
sons que le centre de la poulie se soit élevé de 
la quantité 00'. Le cordon CB a diminué d'une 
longueur 6B' égale à 00", et la distance DA a 
diminué aussi d'une longueur AA.' égale à OO', 
le point D, puisque la longueur totale du cor- 
don n'a pas changé, s*est donc élevé d'une quan- 
tité DD' égale à AA' + BB', c'est-à-dire égale à 
2 00'. Le travail moteur est égal à F X DD* ou 
P X 2 00' , le travail résistant est égal à 
Qx 00'; on a d'ailleurs (108) 

Q = 2P. 

Par suite, on a aussi Fij.i44. 

QxOO'=2PxOO'=Px200'. 




Le travail moteur est donc égal au travail résistant. On voit 
qu'on élève un poids Q avec une force deux fois plus faible, 
mais aussi le chemin parcouru par la puissance est deui; fois plus 
grand que celui que parcourt la résistance. 



TravaU 



las 



198. — Considérons d'abord le premier genre de moufle, 
celui qui est composé d'une série de poulies mobiles (fig. 103). 



Il T.AN. MASCAnT. 
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Supposons que le poids Q, et par suite la poulie 0, s'élire d nue 
hauteur h ; d'après ce que nous venons de voir, la poulie O* se 
sera élevée d'une hauteur égale à 2h, la poulie O' de 2ftx 2 ou 
2* hy et le point d'application C de la puissance P aura décrit le 
chemin 2* hx 2 ou 2'/i. En général, s'il y an poulies, le point 
d'application de la puissance aura décrit le chemin 2" h. Le tra- 
vail moteur est égal à Px2*ft; le travail résistant est égal àQxfc* 
Mais on a entre les forces P et Q la relation (109) 

Q = Px2"; 
par suite, 

Qxk=Px2"k. 

Donc encore le travail moteur est égal au travail résistant. 

Dans le second genre de mouffe (flg. 104), supposons que le 
système des poulies mobiles , et par suite la résistance Q, se 
soit élevé de la hauteur h^ chacun des n cordons verticaux situés 
entre les deux systèmes de poulies aura diminué de b, et le point 
d'application D de la puissance P aura parcouru un chemin égal 
à nh. Le travail moteur sera égal à P X nh, et le travail résistant 
égal à Q X h. On a d'ailleurs Q=nP(liO);ona donc aussi 

Pxwfc=Qxft, 

et le travail moteur est égal au travail résistant. 

Ici encore, comme dans le plan incliné, on peut avec une force 
très-faible élever un fardeau très-lourd, mais l'espace parcouru 
par le fardeau est très-petit par rapport au déplacement du point 
d'application de la force. 



ii9. — Considérons enfin le travail dans le treuil. 

Soient OA et OB (fig. 145) les bras de levier des forces P 
et Q, et supposons que le treuil ait tourné d'un certain angle » 
dans le sens de la puissance P. Le point A a décrit un arc de cer- 



DE MÉCANIQUE. 179 

de et est renn en A', le point d'application C de la puissance 
s'est déplacé d'une longueur CC égale à Tare AA' ; le travail mo- 
teur est P X ce ou P X AA'. De même» le point B est venu en B\ 




rig. 145. 



le déplacement DD' du point d'application de la résistance Q est 
égal à Tare BB', et le travail résistant est égala QxDIK ou bien 
à QxBB'. Les deux arcs A A' etBB'^ correspondant à des angles 
au centre égaux, sont proportionnels aux rayons ; on a donc 



On a d ailleurs (111) 



par suite. 



ou bien 



BB' 
AA' 


OB r 
~"OA~R- 




P r 
Q~R' 


P 

Q" 


r BB' 
-R-AA'» 



PxAA' = QxBB'. 
Le travail moteur est donc égal au travail résistant. 



Cheval-vapeur. 



t80. — Lorsqu'on veut évaluer dans l'industrie la puissance 
d'un moteur qui fonctionne d'une manière continue, on indi- 
que le travail que peut accomplir ce moteur pendant un temps 
déterminé ; cette considération donne lieu à l'emploi d'une nou- 
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velle unité. A la suite des expériences faites, dès Torigine des 
machines à vapeur, pour comparer le travail de ces nouveaux 
appareils à celui que Ton obtenait par l'emploi des moteurs 
animés, on a reconnu qu'un cheval robuste, attelé à un manège, 
pouvait soulever, d une manière continue, un poids de 75 kilo- 
grammes à un mètre de hauteur pendant une seconde, c'est-à- 
dire effectuer un travail de 75 kilogrammètres par seconde. Par 
extension on dit qu'un moteur quelconque, machine hydrau- 
lique, machine à vapeur, etc., a la force d'un cheval quand elle 
est capable d'effectuer d'une manière continue un travail de 
75 kilogrammètres par seconde ; c'est là ce qu'on appelle un 
cheval-vapeur. Un moteur a la force de 2, 5, 10, 100 chevaux- 
vapeur quand il est capable d'effectuer, pendant une seconde, 
un travail égal à 2, 3, 10, 100 fois 75 kilogrammètres. 

Toutefois, il importe de remarquer que la valeur numérique 
d'un moteur en chevaux-vapeur n'indique pas exactement son 
utilité pratique. Un moteur animé, comme un cheval, ne tra- 
vaille pas sans interruption, il est nécessaire que le temps de 
travail soit suivi par un temps de repos généralement beaucoup 
plus long ; d'antre part, les chevaux qui ont servi aux premières 
expériences étaient de force peu commune et effectuaient un 
travail notablement supérieur à la moyenne habituelle. On 
admet généralement qu'un cheval de trait de force moyenne 
est capable, sans trop de fatigue, de travailler 8 heures par jour 
a raison de 40 kilogrammètres par seconde. Au contraire, on 
suppose dans la définition du cheval-vapeur, que le moteur 
fonctionne sans interruption, de sorte que la journée de travail 
est de 24 heures. Le rapport du travail journalier du cheval- 
vapeur à celui d'un cheval ordinaire est donc 

75X24 _ 
40^^-^'^^- 

Le travail effectué par une machine d'un cheval-vapeur fonc- 
tionnant sans interruption, est donc égal à 5 fois et demie celui 
que peut donner un cheval ordinaire; une machine double équi- 
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vaut à 11 chevaux. C'est sur cette base qu'il faut établir les 
calculs quand on veut comparer les dépenses occasionnées par 
Tentretien des deax espèces de moteurs. 

De même, l'iiomme employé comme manœuvre à élever des 
fardeaux peut travailler pendant 8 heures par jour à raison de 
8 kilogrammètres à la seconde, ce qui fait environ le cinquième 
d'un cheval ordinaire ou le trentième d'un cheval-vapeur. 

Ajoutons, cependant, que cette comparaison est relative seule- 
ment au cas oit le travail s'effectue sur place; les rapports sont 
considérablement modifiés et tout à l'avantage des moteurs ani- 
més dans d'autres conditions, par exemple pour tirer des far- 
deaux sur une route. 

Force ▼!▼•. 

181. ^ Nous avons dit (175) qu'il n'y a égalité entre le tra- 
vail moteur et le travail résistant dans les machines que si le 
mouvement est uniforme. Si le mouvement est varié, une partie 
du travail moteur sert à accroître la vitesse des différents or- 
ganes de la machine, ou bien la diminution de vitesse^ de ces 
organes est employée à vaincre les résistances, c'est-à-dire équi- 
vaut à un travail moteur. Nous allons chercher les relations qui 
existent, dans les cas les plus simples, entre le travail et les 
changements de vitesse. 

On appelle force vive d*un corps en mouvement le produit da 
la masse de ce corps par le carré de la vitesse. Si l'on appelle 
m la masse du mobile et v la vitesse, la force vive est mt)'. 

18». — Supposons d'abord qu'une force F constante en 

grandeur et en direction agisse sur un 

mobile placé au point (fig. 146) j j ^ 

sans vitesse initiale. Le mobile se 

meut, suivant la direction OX de la ^^' *^^* 

force, d'un mouvement rectiligne uniformément accéléré. 

F 
L'accélération tu de ce mouvement est égale au quotient — de la 

force par la masse du mobile. Si Ton appelle v la vitesse au boui 
du temps tet^ l'espace parcouru, on a 
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v=zwt 

jn obtient, en éliminant le tempe entre ces deux équations, 

cl, par suite, 

_ »• _ mv* 

Le travail de la Force pendant le temps considéré est égal an 
produit de cette force par le chemin parcouru e. En désignant 
ce travail par T, on déduit de l'équation précédente, 

Si, à ce moment) on supprima", la force, le mobile continue de 
se mouvoir d'un mouvement uniforme avec la vitesse v. 

Ainsi, quand une force constante agit sur un mobile par^ 
tant du repos, le travail moteur effectué par la force est 
égal à la demi-force vive acquise par le mobile. 

188. — Inversement, .supposons qu'un mobile passant au 
point soit animé d'une vitesse v^ dans la direction OX, et 
qu'à partir de ce moment une force constante F agisse sur lui 
en sens inverse ; le mouvement est uniformément retardé et 
Ton a 

V:=V^ Wt^ 



m 

Au bout du temps ^=~, la vitesse est nulle, l'espace OA par- 
couru est alors 
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le traTail de la force est négatif et égal à — F X QA, ce qui 

donne 

Si, à partir de ce moment, la force cesse d'agir, le corps restera 
en repos au point A. 

Ainsi, pour arrêter par une force constante un corps en 
mouvement, il faut une quantité de travail résistant égale 
à la demi' force vive du corps. 

184. — Supposons, d'une manière plus générale, qu'une 
force constante F agisse sur un mobile animé d'une vite:$se 
initiale v^ parallèle à la direction de la force. Le mouvement au 
mobile est uniformément accéléré, et Ton a 

V = V^'{'Wt, 

F 
m 

En élevant au carré la première équation, on obtient 

v^=v^^ -h 2v^wt-\-w*è, 
d'où Ton tire 

On voit que la parenthèse est égale à l'espace e parcouru par le 
mobile. On en déduit. 

V 

v* — Vq*= 2m; e= 2—^1 



ou 

Fe=î 



T' 
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Le premier membre de celte équation est le travail de la force 
pendant le temps considéré, le second membre est Texccs de la 
demi-force vive actuelle du mobile sur sa demi-iorce vive initiale. 

Ainsi, quand une force œnstante agit sur un corps dans le 
sens de sa vitesse^ V accroissement de la demi-force vive du 
corps pendant un certain temps est égal au travail de la 
force. 

De même, si la force agissait en sens contraire de la vitesse 
du corps, la diminution de demi-force Tive serait égale au travail 
résistant de la force. 

i8s. — Ainsi, quand un corps ci^^m^ m tombe dune 
Lauteur A, le poids mg de ce corps a effectiiéttN4j^ de la chute 
un travail égal à mgh^ et la vitesse v acquise parn^ mobile sa- 
tisfait à Téquation 

, mv"^ '\ 

d'où l'on tire \ 



,\ 



relation identique à celle que nous avons déjà obtenue (158) 

De même, quand un corps est lancé de bas en haut avec une 
vitesse v^, il s'élève à une hauteur h telle que le travail résistant \ 
^ mgh du poids du corps soit égal à la demi-force vive initiale, 
ce qui donne 



ou 

Quand un corps tombe le long d'un plan incliné de hauteur A, 
!e travail du poids au bas du plan est mgh et la vitesse v acquise 
par le mobile est encore donnée par Téquation 

, mv* , - , 

tngn = -^, ou v' = 2gh; 

cette vitesse est donc indépendante deTincIinaison du plan (1G3). 



\ 
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186. — Les différents théorèmes que nous venons d'établir 
ne sont que des cas particuliers d'une loi beaucoup plus géné- 
rale^ que nous ne pouvons pas démontrer ici» mais qui est d'une 
grande importance en mécanique. Cette loi peut être énoncée 
de la manière suivante : 

Lorsque des forces quelconques agissent sur un système 
matériel^ V accroissement de la somme des demi-forces vives 
des différents points du système, pendant un certain temps, 
est égal à la somme des travaux de toutes les forces qui 
agissent sur les différents points pendant le même temps. 

Dans l'évaluation du travail il faut tenir compte des forces 
intérieures, c'est-à-dire de celles qui agissent entre les différents 
points du système considéré. Si los points du système restent à 
des distances invariables les uns des autres, c'est-à-dire forment 
un corps solide, les forces intérieures étant deux à deux égales 
et de signes contraires (29) et directement opposées, peuvent 
être supprimées. Dans ce cas, l'accroissement de force vive du 
corps ne dépend que des forces extérieures. 

Ainsi, quand un corps tombe en glissant sans frottement sur 
une courbe quelconque, le travail de la pesanteur (172) est indé- 
pendant de la nature de la courbe et le même que si le corps 
était tombé en chute libre. Comme la demi-force vive est égale 
à ce travail, il en résulte que la vitesse acquise par le mobile 
est indépendante de la nature du chemin parcouru et ne dépend 
que de la hauteur de chute ; cette vitesse est la même que si le 
mobile était tombé verticalement de la même hauteur. 




187. — On peut utiliser cette dernière remarque pour étu- 
dier le mouvement du pendule. 

Supposons qu'un corps pesant C soit suspendu à un point 
fixe (fig. 147) par un fil inextensible. Si le corps est de dimen- 
sions assez petites pour qu'on puisse le remplacer par un point 
matériel et si le poids du fil est négligeable, l'appareil constitue 
un pendule simple. 



I8« 



Elënents 



Quand il est «bandonDé à lui-même et en repos , le fil est 
▼erticat ; le poids du eorpe est équilibré par la tension du fil. Si 




Ton amène le corps i une certaine distance A et qu'on l'aban- 
donne ensuite à lui-même, il revient vers sa position d'équi- 
libre C, en restant dans le plan AOC, par raison de symétrie. H 
dépasse ensuite cette position d'équilibre en vertu de la vitesse 
acquise, remonte jusqu'au point B à la hauteur primitive, si Ton 
néglige les frottements au point de suspension et la résistance 
de l'air; sa vitesse est alors nulle, puis il revient vers le point C, 
remonte jusqu'en A, et ainsi de suite. Chacun des mouvements 
de A en B ou de B en A constitue une oscillation simple. Le 
mobile est ainsi assimilable à un corps qui peut glisser sans 
fraftement sur une circonférence ACB située dans un plan 
vertical. 

Soit M sa position à une certaine époque. Si Ton abaisse sur 
la droite OC les perpendiculaires AD et ME, le mobile est des- 
cendu de la hauteur DE ; sa vitesse v est oRT 



[1] 



v^ = 2gx DE. 



Soit a Vangle d'écart initial AOC, 6 Tangle d'écart MOC re- 
latif au point M, / la longueur OC = OA du pendule. On a évi* 
demment 

DE = OE — OD = /(cos6 — cosa). 
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Si l'angle d'écart est très petit, on peut remplacer cos a par 

a' 6* 

i — -^ et cos 6 par 1 — "ô» ce qui donne 

DE=i(««-6«) = i(P«»-P6'). 

Comme les expressions la, et /6 représentent respectivement les 
longueurs des arcs CA. et CM, Téquation [I] devient 



[21 



i;* = 2(Ca' — CmV 



La vitesse croit à mesure que le mobile marche de A en C, 
puisque Tare CM diminue depuis CA jusqu'à zéro. Au point G 
la vitesse prend une valeur maximum Y, qui est 



[3] 



V' = |CA, 



elle diminue ensuite quand le corps remonte de C en B, où elle 
est nulle. Puis le corps revient de B en A et reprend au point M 
la valeur qu'il avait au premier passage, mais en sens contraire. 
Le problème se ramène alors à celui d'un mouvement circu- 
laire uniforme. Sur une droite B'A' (fig. 148) de longueur égale 




Fig. 148. 

à l'arc BA, prise comme diamètre, menons la circonférence 
ATB' et supposons qu'un mobile parti du point A', avec la vi- 
tesse V, décrive cette circonférence d'un mouvement uniforme. 
Soient P la position de ce mobile à une certaine époque ^ M' sa 
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projection sur le diamètre B'A', 8 l'angle PC A'; soient, de même, 
Q la position du mobile à l'époque f et N sa projection. Le dé- 
placement M'N de la projection du mobile est la projection du 
déplacement PQ de ce mobile sur la circonférence; la vitesse 

M'N 
moyenne -p de la projection pendant le temps H — t est 

PQ 
donc égale à la projection de la vitesse moyenne , du mo- 
bile. 

A mesure que l'intervalle de temps i' — t diminue de plus en 
plus, la vitesse moyenne du mobile tend vers sa vitesse réelle V 
tangente à la circonférence; elle fait avec la droite B'A' l'angle 
90^ — l. La vitesse correspondante v' de la projection est donc 

v' = V cos (90*^ — 8) = V sin 8. 

Comme on a 

• 13. _P^^'' _ CT' — CW _ CÂ^— CÂP' 



l'équation [3], 



il en résulte, en remplaçant le rapport =^ par sa valeur tirée de 



t;'* = ^(CA'— CM''), 

Si la distance CM' est égale à l'arc CM, c'est-à-dire si la dis- 
tance du pendule à sa position d'équilibre, comptée sur Taxe de 
circonférence, est égale à CM', les vitesses t; et v' sont les 
mêmes. 

En d'autres termes, la vitesse du pendule est égale, à chaque 
instant, à la vitesse de la projection du mobile considéré et leurs 
mouvements sont identiques. 

Le temps T employé par cette projection à parcourir le dia- 
mètre A'B' est égal au temps que met le mobile à parcourir la 
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demi-circonférence ATB' avec la vitesse constante V, ce qui 



donne 



i:XCA' _ CA 



ou, en tenant compte de Tcquation [5], 
141 T = ,y/I. 

Telle est la durée de Toscillation simple pour un pendule de 
longueur /, en un lieu où l'accélération de la pesanteur est g. 

Il en résulte les lois suivantes, que Galilée avait déduites de 
Texpérience : 

l^La durée des oscillations du pendule est indépendante de 
Tangle d'écart, pourvu que cet angle soit assez petit. C'est ce 
qu'on appelle Visochronisme des petites oscillations; 

2^ La durée des oscillations d'un pendule est proportionnelle 
à la racine carrée de sa longueur. 

Si Ton détermine, par expérience, la durée des oscillations 
d'un pendule et sa longueur, la formule [4] permettra de cal- 

culer la valeur de gf, car elle donne j = =/. 

C'est là une méthode très précise pour connaître l'accélération 
due à la pesanteur. On réalise le pendule dans des conditions 
aussi rapprochées que possible de celles qu'on a admises dans le 
calcul, en suspendant une sphère de métal par un fil métallique 
très fin et il reste alors à faire quelques corrections indiquées 
par une théorie plus complète. 

Le pendule est très employé pour régler le mouvement des 
horloges. Dans ces instruments une force motrice, telle que la 
descente d'un poids ou la tension d'un ressort, met en mouve- 
ment un ensemble de rouages. La dernière roue du système, ou 
roue d'échappement^ est disposée de manière à marcher d'une 
dent à chacune des oscillations d'un pendule; elle entretient en 
même temps son mouvement, qui finirait bientôt par s'arrêter à 
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cause des irottemenis et de la résistance de Tair, à Taide d'une 
petite impulsion que donne, à chaque oscillation, la dent qui 
s'échappe. Si la tension du ressort diminue ou que l'action du 
poids moteur soit affaiblie par les frottements, ces impulsions 
sont plus faibles; l'écart du pendule diminue alors, mais la 
durée des oscillations est à peu près invariable et la maixhe de 
l'horloge reste régulière. 

188. -* Toutes les machines peuvent être considérées comme 
ayant pour but de transformer le travail moteur en Irayail résis- 
tant; mais, dans les exemples que nous avons étudiés, nous 
n'avons pas traité la question d'une machine complète. Nous 
avons considéré seulement la résistance que Ton se propose de 
vaincre et en vue de laquelle la machine a été construite, par 
exemple, le poids du fardeau que Ton veut souleyer. Il y a en 
outre d'autres résistances que l'on ne peut pas éviter d'une ma- 
nière absolue et qui dépensent une partie du travail moteur sans 
effet utile. Ainsi, dans un plan incliné, il s'exerce un frottement 
entre le corps et le plan. Nous avons tu que» pour élever un 
corps par une force parallèle au plan, la force nécessaire est 
d'autant plus petite que la pente du plan incliné est plus faible; 
mais d'autre part, le frottement augmente à mesure que la pente 
diminue. On voit que les résultats auxquels nous sommes par- 
venus doivent être modifiés d'une manière notable dans la pra- 
tique. De même, dans les poulies et le treuil, une partie du 
travail moteur est absorbée par la roideur des cordes et par le 
frottement des tourillons, sur les coussinets. Enfin, des corps 
étrangers au mécanisme, les colonnes d'appui, le sol, l'air am- 
biant peuvent être mis jen vibration et recevoir une certaine 
quantité de force vive inutile, aux dépens du travail moteur. 

Il y a ainsi, dans toute machine, un certain nombre de résis- 
tances qu'on appelle passives; ces résistances proviennent des 
frottements qui s'exercent enti^ les différentes pièces de la ma- 
chine, de la roideur des cordes, de la résistance de l'air et de 
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la vitesse communiquée à des corps étrangers. Le travail résis- 
tant est donc composé de. deux parties : l'une due à la résis- 
tance utile, et qu'on nomme pour cela travail utile; l'autre due 
aux résistances passives, et qu'on nomme travail passif. En 
désignant par T« le travail utile, par Tf le travail passif, et par 
Tr le travail résistant total, ou aura donc 

Quand la machine se meut d'un mouvement uniforme, le travail 
moteur est égal au travail résistant, et Ton a, en appelant T., le 
travail moteur, 

T„ = T„ + T^. 

Si bien construite et si bien entretenue que soit une machine, 
il est impossible d'annuler complètement le travail passif, et le 
travail utile est toujours plus petit que le travail moteur. Une 
machine ne rend donc en effet utile qu'une partie du travail 
moteur qu'elle reçoit, et l'on appelle rendement de la machine 
le rapport qu'il y a entre le travail utile et le travail moteur. 
L'équation précédente donne 

Le rendement est donc toujours plus petit que l'unité: il 
s'approche d'autant plus de l'unité que la machine est plus 
parfaite. 

Dans la plupart des machines, la résistance à vaincre, ou le 
travail utile, est l'objet principal de la machine. Il y en a d'au, 
très où Ton se propose seulement d'obtenir la marche régulière 
d'un mécanisme, comme dans les horloges et les chronomètres, 
ou une combinaison ingénieuse dé mouvements, comme dans 
les machines à broder; alors le travail moteur est complètement 
absorbé par les résistances passives. 

On comprend d'après cela l'impossibilité du mouvement per- 
pétuel. Le problème du mouvement perpétuel consiste à trouver 
une machine qui, une fois mise en mouvement, non seulement 
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conserve indéGniment son mouvement, mais encore produis» 
constamment un travail utile. Considérons une machine à la- 
quelle on ait imprimé une certaine vitesse à Taide d'une force 
motrice, et supprimons ensuite cette force. Supposons même que 
le travail utile soit nul ; quelle que soit la perfection du méca- 
nisme, on ne peut pas annuler les résistances passives, et par 
suite le travail résistant. Gomme le travail moteur est nul, le 
mouvement ne pourra pas rester uniforme à cause du travail 
résistant; la vitesse des différents points ira constamment en 
diminuant. Au bout d'un temps plus ou moins long, la ma- 
chine s'arrêtera, à moins que la force motrice n'intervienne dd 
nouveau. 



FIN 
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